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1 Introducao

O objetivo do seguinte ”livro”é ser um ”diciondrio”de demonstracoes e de-
finigoes, onde sao colocados o maior nimero possivel de detalhes. Quem nunca
leu um livro e se deparou com demonstragoes incompletas, repletas de ”é facil
ver que”’e falas similares. Meu objetivo é reduzir isso, visto que PDF nao tem
limite de paginas.

Esta obra tem a licenga Creative Commons “Atri- @ @@@

buigao-NaoComercial-Compartilhalgual 3.0 Brasil”.

2 Loégica

2.1 Calculo Proposicional

Axioma 1. Para todas formulas P, Q, R, sao considerados teoremas as formulas:
1. P = (Q = P)

Regra de Inferéncia 1. E tomada como regra de inferéncia o modus ponens:
Se P e P = (@ sao teoremas, entdo QQ € um teorema. Portanto

{P,P = Q}FQ.

2.2 Organizar

Tomando como termos primitivos: o alfabeto {a,b,c,---}; e (A); ou
(V); negacao (—); existe (3); igual (=).

Definicao 2.1 (=, Equivaléncia). p = ¢ significa p é equivalente a g.

Definicao 2.2 ( =, Implicacdo). p = ¢ = —pV ¢q . Diz-se "p implica ¢”,
”Se p, entao ¢ etc.

Defini¢do 2.3 (< ). p < ¢=(p = q)A (¢ = p). Dizse "pse, e
somente se, q”.

Definigao 2.4 (¢, Contradigdo). A letra c é reservada para a ”contradigio”.
Definigao 2.5 (¢, Tautologia). A letra t é reservada para a ”tautologia”.

Definicao 2.6 (#zP(z), Nao existe). ~(3xP(x)) = AP(x). Diz-se "Nao existe
x tal que P(x)”.

Definigao 2.7 (V, Para todo). VeP(z) = —-3Jx(—P(z)). Diz-se ”Para todo z,
temos P(z)”.

Definicao 2.8 (3lzP(z), Existe um dnico). lzP(x) = JzP(z) AVy(P(y) =
y = x). Diz-se ”Existe um unico z tal que P(z)”.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.pt
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.pt
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.pt

Axioma 2. Para quaisquer p,q,, temos:
1.p=p
2. Se p=q, entdo q = p.
3. Sep=qeq=r, entdtop=r.
4. Sep=gq, entio p=/.
5. —(—p) =p.
Axioma 3. Para quaisquer p,q,, temos:
1. pVg=qVp.
2. (pVgVr=pV(qgVr).
3. pVigAr)=(pVa)A(pVr).
4. PVp=p

5. =(pVvag)=(-pA—q)

3 Teoria de conjuntos

3.1 Axioma da Extensao

Conceito Primitivo 1 (Conjunto). Temos como conceito primitivo a nogdo
de Conjgunto, Cole¢ao. Ou seja, ndo tentarei definir tal conceito.

Conceito Primitivo 2 (Elementos de um Conjunto). A nocdo de elementos
ou membros de um conjunto também serd tomada como conceito primitivo.

Definicao 3.1 (Pertinéncia). Se z é um elemento de A, ou x pertence a A,
escrevemos = € A.

Definicao 3.2 ( Nao Pertinéncia). Se x nao pertence a A, escrevemos x ¢ A.
Ou seja:
g A <= -(xeA

Axioma 4 (Axioma da Base). Todo elemento matemdtico € um conjunto e
dados conjuntos A, B, temos A € B ou A ¢ B.

Axioma 5 (Axioma da Extensao). Dois conjuntos sio iguais se, e somente se,
possuem o0s mesmos elementos. Ou seja:

A=B <= Vz(r € A < z € B)

Definicao 3.3 (Diferente). Dois conjuntos A e B sao diferentes se nao sao
iguais e escrevemos A # B. Ou seja:

A#B < —(A=DB)



Proposigao 3.1. Dois conjuntos A e B sao diferentes se, e somente se, existe
re€AcomaxgBouxreBcomagA. Ou seja:

A# B <= Jz((x € ANz ¢B)V(re BNz ¢gA))
Demonstragao.

A#B <= —(A=DB)
— —(Vz(zr € A < z € B))
e Jaz(-(r €A < z€B))
e F(~(r€A = zeB)A(z€B = z € A)))
— Jz(~((zr€AVzeB)A(z¢gBVzecA))

<— Jzx((r€e ANz g B)V(reBAx¢A)

O

Definicao 3.4 (Subconjunto). Dizemos que A é um subconjunto de B se todo
elemento de A for um elemento de B e escrevemos A C B. Ou seja:

ACB < Ve(xr € A = z€B)

Proposigao 3.2.
ACA

Demonstracdo. Temos p = p uma tautologia para toda férmula p, logo = €
A = z € A é uma tautologia. Portanto A C A <= Va(zr € A = x € A)
é uma tautologia. O

Proposigao 3.3.
ACBANBC(C = AcCC

Demonstra¢do. Supondo A C B e B C C. Tomando = € A, temos que = € B
de A C B. Além disso, temos z € C, de BC C. Como rz € A = x € C para
x qualquer, temos que A C C. O

Proposigao 3.4.
ACBABCA < A=B



Demonstragao.

(ACBABCA) <= Vz(r €A = z€B)AVz(x € B = x € A)
— Vz((r €A = z€B)A(zx€B = z€A)
— Vz(r€ A < z€B)

— A=1D
O
Definicao 3.5 (Subconjunto Préprio). Se A e B sdo conjuntos tais que A C B
e A # B, entdao A é chamado de subconjunto proéprio.

3.2 Axioma da especificagao

Axioma 6. Para todo conjunto A e um predicado P(x), existe um conjunto
B cujos elementos sdo os elementos x € A com P(x) verdadeiro. Em termos
logigos:

VA:3B:Vz:(x € B < (x € AAP(x)))

Observagio 3.1. E comum escrever B = {z € A| P(z)} para indicar que o
axioma da especificagao foi utilizado.

Proposigao 3.5. Nao existe conjunto universo, isto é: nao existe um conjunto
que contem todos os conjuntos.

~(IQVA (4 € Q)

Demonstrag¢ao. Dado um conjunto A qualquer, podemos tomar B = {z € A|x ¢
x}. Queremos mostrar que B € A. Supondo por contradigdo que B € A. Temos
que B € B ou B ¢ B. Nao podemos ter B € B pela definicao de B. Logo
devemos ter B ¢ B, que nos leva a B € A com B ¢ B, mas isso implica em
B € B (contradi¢ao). Logo devemos ter B ¢ A.

Observe que dado qualquer conjunto A, conseguimos construir um conjunto
B tal que B ¢ A. Logo nao existe um conjunto universo. O

3.3 Axioma do Pareamento

Axioma 7 (Axioma da existéncia).
JA Vz (z ¢ A)

Proposicao 3.6. Existe um tnico conjunto conjunto A tal que Vx (xz & A).



Demonstragio. Sejam A, B com Vx (v € A) e Va (x € B). Se A # B, deve
existir t € A com x € B, oux € B com = ¢ A, mas nao existe x com =z € A ou
x € B, logo A =B. O

Definigao 3.6. O conjunto conjunto A tal que Vx (z ¢ A) serd chamado de
vazio, e usaremos o simbolo A = ().

Proposicao 3.7. Para todo A, temos ) C A

Demonstrag¢io. Dado A, para ) ¢ A, deveria existir um elemento z € @ com
x & A, o que nao é possivel, logo ) C A. O

Axioma 8 (Axioma do Par). Para quaisquer dois conjuntos A, B, existe um
conjunto C tal que A€ C e BeC.

VA :VB:3C : (AeCABe()

Proposigao 3.8. Ezxiste um conjunto C tal que A € C e B € C se, e somente
se, existe um conjunto C tal que D € C <= D = AV D = B (A, B sao os
dnicos elementos de C' ).

Demonstra¢do. Se existe um conjunto C tal que D € C <—= D =AV D =B,
entao existe um conjunto C' tal que A € C e B € C.

Supondo que existe um conjunto C tal que A € C e B € C. Pelo axioma
da especificagao, podemos tomar C' ={D € C|D = AV D = B} e o resultado
esta provado. O

Definicao 3.7. Dados A, B quaisquer, o conjunto C tal que D € C <— D =
AV D = B existe e é inico pelo axioma da extensao. O denotaremos por

{A, B}.
Tal conjunto é um par.

Definicao 3.8. Dado um conjunto A qualquer, podemos fomar o par {4, A}.
Esse par é denotado por

{A} ={4, A}
e chama-se ”singleton”de a. Ele é caracterizado pelo fato de D € {A} <
D= A.

3.4 Unioes e Intersecoes
3.4.1 Uniao

Axioma 9 (Axioma da Unido). Para todo conjunto A, existe um conjunto U
tal que VD(3B(D e BAB€ A) = D eU,).

VA :3U : VD : (3B : (DEBAB€A) = DeU)

10



Proposicao 3.9. Dado A, existe um conjunto U tal que VD(IB(D € BA B €
A) = D e U) se, e somente se, existe um congunto U tal que VD(I(D €
BABeA) < DeU,).

Demonstragdo. Se existe um conjunto U tal que VD((D € BAB € A) < D €
U), entao existe um conjunto U tal que VD(3IB(D € BABe€ A) = D eU,).
Se existe um conjunto U tal que VD(IB(D € BAB € A) = D € U), entao
tomando U’ ={D e U |3B: (D € BAD € A)} conclui a demonstragao. O

Definicao 3.9. Dado um conjunto A, o dnico U (pelo axioma da extensao) tal
que VD(3B(D € BAB € A) < D € U) é denotado por

v=JAa=J x

XeA

Ue=2

Demonstragio. De fato, D € |J@ <= 3B (D € BA B € @, mas isso
implicaria em B € @, condtradigdo. Logo nao existe D tal que D € |J&. Logo
Uo=2. O

Proposigao 3.10.

Proposigao 3.11. Se A € um conjunto, temos:

Ular =4
Demonstragao. Temos
De| J{A} <= 3B(D e BAB€{A}) «= IB(D€ BAB=A < D€A.

Logo J{A} = A. O

Definigao 3.10. Sejam A, B conjuntos quaisquer, definimos a notagao:
| J{4,B}=4uB
Proposigao 3.12. Dados A, B conjuntos quaiser, temos

VD : (De AUB < De AV DEeB)

11



Demonstracdo. De fato, dado D qualquer, temos:

DeAUB < De| J{A B}

< 3IC(DeCANCe{A B}

< JC(DeCANCe{A B}

< IC(DeCA(C=AVC=DB))

<— IC(DeCANC=A)V(DeCANC=B))
<— IC(DeCAC=A)VvIC(DeCANC=B)
< DeAvDeB

Proposigao 3.13. Sejam A, B,C conjuntos quaisquer, temos:
1. Auh=A
2. AUB=BUA
3. Au(BUC)=(AuB)UC
4. AUA=A
5 ACB < AUB=B

Demonstragao. ]

3.4.2 Intersecao

Proposigao 3.14. Dado um conjunto A # 0, existe um conjunto V tal que
DeV < VB(Be A = D e B).

Demonstragdo. De fato, como A # (), existe C € A. Tomando V = {D €

12



C|VB(Be€ A = D € B)} pelo axioma da especifidade, temos

DeV < DeCAVB(Be A = DecB)
< VB(De(C)ANVB(Be A = D€ B)

< VB(De C)AVB(Be A = D€ B)

3.5 Organizar Ainda

Proposigao 3.15.
(A-B)UB=AUB

Demonstragao.

xr€(A-B)UB «—

(re ANz ¢ B)Vr€B —
(reAVzeB)AN(x ¢ BVx €B) <
(reAVr e B)ANt —
re€AVzrEeB <

re€ AUB <—

Proposigao 3.16.

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

13



Demonstragao.

(r,y) e AX(BUC) <= z€ AN(ye BUC)

<— z€AN(yeBVyel)

!

(re ANyeB)V(xe AnyeO)

l

((z,y) € Ax B)V ((z,y) € Ax C)

— (z,y) € (AXB)U(Ax ()

Proposicao 3.17. Se AC B eB—A=0, entaio A= B.

Demonstragio. O caso A = B = () é trivial. Supondo B # (). Supondo A C B
e B—A=1(. Como ja temos A C B, basta provar B C A.

Supondo z € Bex ¢ A. Como B— A = (), temos = € () (contradigio). Logo
se x € B, devemos ter z € A. Logo B C A. Logo A = B. O

Lema 1. Eziste uma bijegcio entre X e X x {a} .

Demonstragao. Seja a funcdo g : X — X x {a}, dada por g(z) = (x,a). Temos
9(p) = 9(¢9) <= (p,a) = (¢,a) <= p =g, logo g é injetiva. Dado (z,a) €
X x {a}, temos x € X e a € {a}. Logo existe z € X tal que g(z) = (z,a).
Portanto g é sobrejetiva. Como g € injetiva e sobrejetiva, temos g bijetiva. [

Lema 2. Eziste uma bije¢io entre X e F({a},X) .

Demonstragdo. Seja a funcao g : X — F({a},X), dada por g(x) = f,, onde
fo:{a} > X, fola) = o . Temos g(p) = g(q) <= fy(a) = fola) <> p=4q,
logo g ¢é injetiva. Dado f € F({a},X), seja p = f(a). Temos g(p) = f, = f.
Logo existe p € X tal que g(p) = f. Portanto g é sobrejetiva. Como ¢ é injetiva
e sobrejetiva, temos g bijetiva. O

Lema 3. Eziste uma bijecdio entre F(X,Y)x F({a},Y) e F(XU{a},Y), com
a¢g X.

Demonstragao. Seja ¢ : F(X U{a},Y) — F(X,Y) x F({a},Y). Que associa
f:XU{a} =2Y a(g,h),ondeg: X —Y,g9(x)=f(x)eh:{a} = Y h(a) =
f(a). Se ¢(f1) = &(f2), temos (g1, h1) = (g2, ha), que implica g1 = g2 € hy = ha.
Logo f1 = f2. Logo ¢ é injetiva.

Seja (g0, ho) € F(X,Y)xF({a},Y). Seja f : XU{a}, f(z) = {

Temos ¢(f) = (go, ho), logo ¢ é sobrejetiva.
Como ¢ ¢ injetiva e sobrejetiva, temos ¢ bijetiva. O

go(z), zeX
hO(a’)v r=a .
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Proposicao 3.18. Se f : X =Y eg:Y — Z sdo bijecoes, entio (go f) :
X — Z ¢ uma bijecao.

Demonstragao. Temos g(f(a)) = g(f(b)) = f(a) = f(b) = a =b. Logo
go f é injetiva.

Tomando z € Z. Como g é sobrejetiva, existe y € Y tal que g(y) = z. Como
f é sobrejetiva, existe z € X tal que f(z) = y. Logo existe x € X tal que
g(f(z)) = g(y) = z. Logo g o f é sobrejetiva. O

Proposigao 3.19. Seja f : X — Y wuma fungdo sobrejetiva. f admite inversa
a direita.

Demonstragio. Para todo y € Y, temos f~'(y) # 0, logo existe z, € f~(y)
tal que f(z,) =y. Defina g : Y — X, que associa y — z, (axioma da escolha).

Logo temos f(g(y)) = f(zy) = v. O

Proposigcao 3.20. Seja f : X — Y uma funcdo injetiva. f admite inversa a
esquerda.

Demonstrag¢ao. Queremos definir g : Y — X. Dado y € f(X), existe um tnico
x € X tal que f(z) = y. Defina g(y) = z. Para y € Y — f(z), colocamos
g9(y) = zo , onde zg € X qualquer. Para todo x € X, temos f(z) € f(X), logo

go f(z) =z O
Proposicao 3.21. Se f: X =Y € uma fungio entio f': X — f(X), definida
como f'(z) = f(z), € uma sobrejegdo.

Demonstragao. Seja y € f(X). Por definicao de f(X), existe z € X tal que
f(x) = f'(x) = y. Logo f’ é sobrejetiva. 0

Proposicao 3.22. Se f: X = Y ¢ uma injecdo entao f': X — f(X), definida
como f'(z) = f(x), € uma bije¢ao.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, f’ é sobrejetiva. Dados a,b € X com
f'(a) = f(a) = f(b) = f'(b). Como f é injetiva, temos a = b, logo f’ é
injetiva. O
Proposicao 3.23. Se f : AUB — C € uma bijecdo, entio f': A — C — f(B),
a— f(a) é uma bijecio.

Demonstragdo. Se a,b € A C AUB, temos f'(a) = f'(b) < f(a) = f(b) =
a="b (f é injetiva). Logo f’ é injetiva.

Tomando y € C — f(B). Como f é sobrejetiva, existe x € AU B tal que
f(z) =y. Se x € B, terfamos f(x) € f(B), logo f(x) & C — f(b) (contradigao).
Logo devemos ter x € A. Logo existe x € A tal que f/'(z) = f(z) = y. Logo f’
é sobrejetiva. O

Proposigao 3.24. Se f: A — B é uma bijecio e C C B, entdo f': f~1(C) —
C, x— f(z) € uma bijecao.
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Demonstragio. Se a,b € f~1(C) C A, temos f'(a) = f'(b) <= f(a) =
f(b) = a =10 (f éinjetiva). Logo f’ é injetiva.

Tomando y € C. Como f é sobrejetiva, existe z € A tal que f(x) =y € C.
Como f(z) € C, temos z € f~1(C). Logo existe z € f~1(X) tal que f(x) =
f(z) = y. Logo f’ é sobrejetiva. O

Proposigao 3.25. Seja f : A — B uma fungio e X C Y C B. Temos
fHX) C fH).

Demonstragio. Se z € f~1(X), temos f(z) € X. Como X C Y, temos f(x) €
Y. Portanto z € f~}(Y). Como z € f~1(X) = z € f1(Y), temos

X)) cfHY). N

Proposigao 3.26. Seja f : A — B wma funcao bijetiva e X, Y C B. Temos
FAX)=f4Y) < X =Y.

Demonstragdo. Se X =Y é direto. Supondo f~3(X) = f~1(Y). Sez € X,
existe a € A tal que f(a) = z. Logo a € f~1(X). Portanto a € f~1(Y). Logo
z=f(a) €Y. Temos v = f(a) € X = = = f(a) €Y. Paray € Y é andlogo.
Logo temos X =Y. O

Proposicao 3.27. Se existe a bijecio f : {a} — X, entdo X = {b} para algum
b.

Demonstragio. Seja b = f(a) € X. Seja ¢ € X. Como f é sobrejetiva, existe
k € {a} tal que f(k) = ¢. Temos obrigatoriamente que k = a, logo b = f(a) = c.
Logo X = {b}. O

Proposigao 3.28. Se f: A — B eg: C — D sdo bije¢oes, entdo h: Ax B —
B x D, h(a,c) = (f(a),g(c)) € uma bijecao.

—~

€ Bx D. Como f e g s@o sobrejetivas, existem a € A
g(c) = d. Logo existe (a,c¢) € A x C tal que

Demonstragao. Seja (b,d
e c € C tal que f(a) =be
h(a,c) = (f(a),g(c)) = (b,d). Logo h é sobrejetiva.

Suponha h((a,b)) = h((c,d)) <= (f(a),g(b)) = (f(c),9(d)) <= [f(a) =
f(e) A g(b) = g(d). Como f e g sdo injetivas, temos f(a) = f(¢) = a=c¢
e g(b) = g(d) = b=d. Logo h é injetiva. Como h é injetiva e sobrejetiva,
temos que h é bijetiva.

c-llv

O

Proposigao 3.29. Se f : A — B é uma bijecdo, entdo existe uma bijecdo entre
F(A,C) e F(B,C).

Demonstragio. Definimos ¢ : F(A,C) — F(B,C), que associa g : A — C
ah=gof1l:B — C. Sedg¢() = é(), temos po f~1 = go f~1 logo
(pof~YHof=(qgoft)of = p=gq, logo ¢ é injetiva. Seja p € F(B,O).
Seja h =pof: A— C. Temos h € F(A,C) com ¢(h) = (po f)o f~! = p, logo
¢ é sobrejetiva. O
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Proposigao 3.30. Se f : A — B € uma bijecdo, entao existe uma bijecao entre
F(C,A) e F(C,B).

Demonstragdo. Definimos ¢ : F(C, A) — F(C, B), que associa g : C — A a
h=/fog:C — B. Se ¢(p) = ¢(q), temos fop = fogq, logo f~Lo(fo
p) = flo(foq) = p = q, logo ¢ é injetiva. Seja p € F(C,B). Seja
h=f"lop:C— A Temos h € F(C,A) com ¢(h) = f~Lo(fop)=p,logo ¢
é sobrejetiva. O

Proposicao 3.31. Nao existe sobrejecao entre X e P(X).

Demonstragao. Suponha que exista a sobrejegdo f : X — P(X). Seja A =
{reX|zd&f(x)}. Temos A € P(X). Como f é sobrejetica, existe p € X tal
que f(p) = A. Temos p € Aoup & A. Se p € A, obtemos uma contradi¢ao,
poisx € A < x ¢ f(x)e f(p) =A. Sep & A, temos p € A, pela definigao de
A. Em ambos os casos, obtemos uma contradicdo. Logo nao existe sobrejecao
entre X e P(X). O

Proposicao 3.32. Euziste injecao entre X e P(X).

Demonstragio. Seja f : X — P(X), f(x) = {z}. Temos f(z) = f(y) <
{z} ={y} < x =y. Logo f é injetiva. O

Proposicao 3.33. Euiste injeciao entre X e F(X,Y) se Y possui pelo menos
2 elementos.

Demonstragao. Y possuir 2 elementos implica na existéncia de y1,y2 € Y com
y1 # ya. Logo seja h: X — F(X,Y) , que associaa € X a g, : X — Y, dada

por
Yy, r=a
9a () {

y2, TH#a

Se h(a) = h(b), temos g, = gp, logo go(z) = gs(x) para todo x € X. Em par-
ticular, go(a) = gp(a). Se a # b, temos gq(a) = y1 = y2 = gp(a) (contradi¢do).
Logo temos a = b. Logo h é injetiva.Logo existe inje¢do entre X e F(X,Y). O

Proposicao 3.34. Nao eziste fungdo sobrejetiva entre X e F(X,Y) se Y possui
pelo menos 2 elementos.

Demonstragio. Seja f : X — F(X,Y) uma funcdo qualquer.Logo f associa
a € X a uma funcao ¢, : X — Y. Para simplificar notacao, chamaremos
f(a) = ¢q. Seja g: P(Y)—0 — Y a funcao escolha definida em P(Y) — (). Seja
h : X — Y definida por h(a) = g(Y — {¢s(a)}). Como Y tem pelo menos 2
elementos, temos Y — {¢4(a)} # () para todo a € X. Pela definicao de fungao
escolha, temos h(a) € Y — {¢,(a)}, logo h(a) # ¢(a) para todo a € X. Logo
temos h # ¢, para todo a € X. Logo h & f(X). Logo f nao é sobrejetiva. [J
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3.6 Produto Cartesiano
3.7 Relagoes
3.7.1 Definigoes iniciais

Definicao 3.11 (Relagdo). Uma relagdo R entre os conjuntos A e B é um
subconjunto do conjunto A x B.

Definigao 3.12 (a R b). Dado uma relagdo entre A e B, dizemos que a € A
estd relacionado a b € B se (a,b) € R. Escrevemos nesse caso a R b. Portanto:

aRb < (a,b) e R

Nao utilizarei essa notacao, mas algumas fontes usam.

3.7.2 Relagoes de Equivaléncia

Defini¢cao 3.13 (Relagao de equivaléncia). Uma relagdo R C A x A é de equi-
valéncia, se para todos a,b,c € A :

e (Simetria) (a,b) € R <= (b,a) € R.
e (Transitividade) (a,b) € RA (b,c) € R = (a,c) € R.
o (Reflexividade) (a,a) € R.
Definicao 3.14 (5) Quando uma relagdo R entre A e B for de equivaléncia,
R
escrevemos a ~ b no lugar de (a,b) € R.

Observagdo 3.2. Quando nao houver confusao sobre a relagdo que estamos tra-
. R
tando, escreverei somente a ~ b no lugar de a ~ b.

Observagdo 3.3. Re-escrevendo a definigdo de relagdo de equivaléncia usando a
nova notacao, temos:
Uma relagdo R C A x A é de equivaléncia, se para todos a,b,c € A :

e (Simetria) a ~b < b~ a.
o (Transitividade) a ~bAb~c = a~c.
e (Reflexividade) a ~ a.

Definigao 3.15 (Classe de equivaléncia). Dado uma relagao de equivaléncia
R C A x A, a classe de equivaléncia de um elemento a € A (denotada por a) é
dada por

a={xe€A|lx~a}

Proposigao 3.35. Dada uma relacdo de equivaléncia R C A X A ea € A,
temos a € a.
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Demonstragio. Temos @ = {z € A|z ~a}. Como a ~ a pela reflexividade,
temos a € a. O

Proposigao 3.36. Dado uma relagio R C A X A e a,b € A, as afirmagoes
abaizo sao equivalentes:

(a) a=b
(b) a~b
(c) anb#0

Demonstragio. (a) = (b): Supondo @ = b. Como a € a, temos a € b pela
hipétese. Logo a ~ b pela definicao de b.

(b) = (c): Supondo a ~ b. Logo a € b. Como a € @ e a € b, temos
acanb = anb#{.

(¢) = (a): Supondo aNb # (), logo existe ¢ € aNb, logo c ~ a e c ~b. Se
y € a, temos y ~ a. Como ¢ ~ a, temos y ~ ¢. Como ¢ ~ b, temos
y~b = y€b. Supondoy € b, logoy ~b. Dey~bAb~cAcn~ a,
temos y ~a => y € a. Logo a = b.

O

3.7.3 Relagao de Ordem

Definigao 3.16 (Ordem Parcial). Uma relagdo R C Ax A é uma ordem parcial,
se para todos a,b,c € A :

o (Anti-Simetria) (a,b) € RA (b,a) € R <= a=0.
o (Transitividade) (a,b) € RA (b,c) € R = (a,c) € R.
o (Reflexividade) (a,a) € R.

Definicao 3.17 (<). Se R é uma ordem parcial de A, geralmente escrevemos
a < b no lugar de (a,b) € R.

Observagao 3.4. Re-escrevendo a definicao de relagao de ordem parcial usando
a nova notacao, temos:
Uma relacdo R C A x A é uma ordem parcial, se para todos a,b,c € A :

e (Anti-Simetria) a <bAb<a <= a=0b.
e (Transitividade) a <bAb<c¢ = a<c
¢ (Reflexividade) a < a.

Definicao 3.18 (Comparavel). Dado um conjunto A e uma relagdo de ordem
R, dois elementos a,b € A sao comparaveis se a < b ou b < a.

Observagdo 3.5. Dois elementos de um conjunto parcialmente ordenado podem
nao ser comparaveis.
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Defini¢ao 3.19 (Ordem Total). Uma ordem parcial R onde quaisquer dois
elementos sao comparaveis é uma ordem total. Outros possiveis nomes sao
ordem linear ou ordem simples.

3.7.4 Funcgoes

Definigao 3.20 (Produto Cartesiano de uma Familia). Se {A;},.; ¢ uma
familia de conjuntos indexada por I, definimos H A; como o conjunto de todas
iel
as fungoes f: I — U A; com f(i) € A; para todo i € I.
iel
3.8 Numeros Naturais

3.8.1 Axiomas de Peano

Temos como conceitos primitivos o conjunto dos naturais, denotado
por N, cujos elementos sao os niumeros naturais, e uma fungao s :
N — N. Para cada n € N, o nimero s(n) é o sucessor de n. Temos os
axiomas:

Axioma 10. s: N — N € injetiva.

Axioma 11. N—s(N) = {1}. Ou seja, sé existe um nimero natural que nao é
sucessor de nenhum outro, e ele é denotado por 1.

Proposigao 3.37. Todo natural diferente de 1 possui um antecessor.

Demonstra¢do. Seja n # 1 um numero natural. Suponha que nao exista ng
natural com s(ng) = n. Logon ¢ s (N). Logon € N—s(N). Mas N—s(N) = {1}.
Logo n = 1. Contradi¢do. Logo existe ng € N tal que s(ng) = n. O

Observagdo 3.6. Observe que a fungao s : N — N\ {1} é injetiva por defini¢do e
sobrejetiva pela proposicao 3.37, logo é uma bijecao entre um subconjunto dos
naturais com os naturais.

Axioma 12 (Principio de indugéo). Se X C N € um subconjunto tal que:

le X

neX = s(n)eX

Entdo N = X.

3.8.2 Soma nos Naturais

Definigao 3.21 (Soma). Dados m,n € N, sua soma m + n é definida como:

m+n = s"(m).
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A soma deve obedecer
m+1=s(m) (1)

m+ s(n) = s(m+n) (2)
para todos os m,n naturais.

Observagao 3.7. Dedekind prova o ”Teorema da Definicao por Indugao”para
garantir que a notagao s"™(m) faga sentido.

Proposicao 3.38 (Associatividade da Soma). Para todos p,m,n € N, temos
m+ (n+p)=(m+n)+p.

Demonstragio. SejaX = {p e N|V¥m,n €N : m+ (n+p) = (m+n)+p}. Da
defini¢ao de adigdo, temos pra qualquer m, n que n+1 = s(n), logo m+(n+1) =
m+sn)=s(m+n)=m+n)+1 = m+(n+1)=(m+n)+1. Logo
l1eX. Sepe X, temos m+ (n+p) = (m+n)+p. Logo

m+(n+s(p)) =m+s(n+p)

s (m+ (n+p))

s ((m+n) +p)

= (m+mn) +s(p).

Logop € X = s(p) € X. Temos que X = N pelo principio de indugao. Logo
a soma € associativa nos naturais. O

Lema 4 (Comutatividade da soma com o 1). Para todo m € N, temos m+1 =
1+m.

Demonstragio. Seja X = {m e N|m+1=1+m}. Temos 1 € X, pois1+1 =
1+ 1. Supondo m € X, logo m+ 1 =1+ m. Temos

1+ s(m)=s(1+m)
=s(m+1)
=(m+1)+1

=s(m)+1
Comome X = s(m)e X eleX, temos X =N. O
Proposi¢ao 3.39 (Comutatividade da soma). Para todos m,n € N, temos

m-+n=n-+m.
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Demonstragio. Seja X = {m eN|¥neN : m+n=n+m}. Temos 1 € X
pelo Lema 4. Supondo m € X, logo m +n = n + m para todo n € N. Temos

n+ s(m) = s(n+m)
= s(m+n)
=(m+n)+1
=1+ (m+n)

=(1+m)+n

Comol e Xeme X = s(m) € X, temos X = N pelo principio de
inducao. O

Proposicao 3.40 (Lei do corte). Para todos m,n,p € N, temos m + n =
m+p = n=p.

Demonstragio. SejaX = {m eN|VneNVpeN: m+n=m+p = n=p}.
Temos 1 € X poisl4n=14p = n+l=p+1 = s(n)=s(p) = n=p
pela injetividade de s. Supondo m € X, temos m+n =m+p = n = p para
todos n, p naturais. Temos

s(m)+n=s(m)+p =

n+s(m)=p+sim) =

s(n+m)=s(p+m) =

n+m=p+m —

m+n=m-+p —
n=p.
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Logo s(m)+n=s(m)+p = n=p. Comole X eme X = s(m) € X,
temos X = N pelo principio de indugao. O

Lema 5 (Nao existem ciclos nos naturais). Para todos m,p € N, temos m #
m + p.

Demonstrag¢ao. Suponha que m = m + p com m,p € N. Logo s(m) = s(m +
p) = m+l=m+p+1 = m+l=m+(p+1) = 1l=p+1 =
s(p) = 1. Como 1 néo é sucessor de nenhum natural, temos uma contradigao.
Logo m # m + p para todos naturais m, p. O

Lema 6 (Unicidade da Tricotomia). Dados dois naturais m e n, apenas uma
das 3 possibilidades ocorre:

IpeN:m=n+p

dgeN:n=m+gq

Demonstracao. Pelo lema 5, se m = n, nao podemos ter m =n+p =m+p ou
n=m+q=mn-+q para algum p,q € N. Se I3p € N : m = n + p, ndo podemos
ter m = n pelo lema 5 e nao podemos ter 3¢ € N : n = m + ¢, pois teriamos
m=n+p=(m+q)+p=m+(qg+p) = m=m+ (¢+Dp), que contradiz o
lema 5. O

Proposicao 3.41 (Tricotomia). Dados dois naturais m e n, exatamente uma
das 3 possibilidades ocorre:

peN:m=n+p

dgeN:n=m+gq

Demonstragio. SejaX ={m eNVneN: (m=n)V(@EpeN :m=n+p)V(FgeN: n=m+q)},
ou seja: o conjunto dos nimeros naturais que satisfazem pelo menos uma das
condicgoes da tricotomia para todo n.
1€ X, poisdadon € N, temosn=1ounz#1. Sen=1, temosm=1=n.
Se n # 1, como N — s(N) = {1}, temos que existe um ny € N tal que s(ng) = n.
Logon=n9o+1 = 3¢ : n=q+1=q+m.
Supondo m € X. Dado n € N, se m = n, temos s(m) = s(n) =n+ 1, logo
dpeN: s(n)=n+p SedpeN : m=n+p, temos s(m) = s(n+p) =
(n+p+1)=n+s(p) ,logoI eN: s(n)=n+p.SedgeN:n=m+gq
comg=1,temosn=m+1=s(m). Se Ig €N : n=m + g com g # 1, existe
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qo € N tal que s(qo) = ¢, logo temos n =m +qg=m+s(qo) =m+ (g +1) =
m+1l+g=s(m)+qp = ¢ eN:n=s(m)+¢.

ComoleXemeX = s(m) € X, temos X = N. Logo para todo par
m,n € N, pelo menos uma das condigoes da tricotomia ocorre. Pelo lema 6,
apenas uma das possbilidades ocorre. O

3.8.3 Ordem nos Naturais
Definicao 3.22 (<).
m<n < JpeN:n=m+p

Dados m,n naturais, dizemos que m é menor que n ( m < n) quando existe
p € N tal que n =m+ p.

Proposigao 3.42. Temos 1 < n para todo 1 #n € N .

Demonstra¢do. Como n # 1, temos pela proposi¢ao 3.37 que n possui um an-
tecessor. Logo existe ng tal que s(ng) =n = n =1+ mng. Logo 1 < n. O

Definicao 3.23 (<).
m<n < (m=n)V(m<n)
Proposicao 3.43 (Transitividade da relacdo <). m<nAn<p = m<p

Demonstracio. Se m < nemn < p, temos n =m-+q e p=n-+r para algum par
¢,r€N. Logop=n+r=(m+q)+r=m+ (¢g+7). Logo m < p. O

Proposicao 3.44 (Tricotomia da relagdo <). Dados m,n € N, exatamente
uma das afirmagdes ocorre: m =mn, oum <mn, oun < m.

Demonstracdo. Segue diretamente da proposigao 3.41. O

Proposigcao 3.45.
PSANGSp < p=¢q

Demonstracao. Supondo p = ¢, temos p < g e q < p.
Supondo p < g A g < p. Se p = ¢q, acabou a demonstragdo. Supondo p # q.
Logo devemos ter p < g e ¢ < p (contradigdo). Logo devemos ter p = q.
O

Proposigao 3.46. Dados m,n,p naturais, temos
m+p<n+p < m<n.

Demonstra¢ao. Temos m+p<n+p = FgeN:n+p=(m+p +q =
dJgeN:n=m+qg = m <n. Sem <n, existe ¢ € N tal que n =m + gq,
dain+p=(m+q¢)+p=(m+p)+gq,logom+p<n+p. O
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Lema 7.
m<n+1<<= m<n

Demonstracao. Supondo m < n + 1. Logo existe ¢ € Ntal que n+1=m +gq.
Seqg=1,temosn+1=m+1 = n=m = m <n. Se q # 1, existe qo
tal que s(go) =¢q. Logon+1=m+s(q)=m+g¢g+1 = n=m+q =
m<n — m<n.

Sem<n,temosm<n<n+1l —= m<n+1. O

Lema 8.
m<n << m+1<n

Demonstracdo. Pelo lema anterior:

m<n-<= m+1l<n+l <<= m+1<n

3.8.4 Produto nos Naturais

Definicao 3.24 (Multiplica¢do). Para todo m € N, seja f,, : N — N que
associa cada p € N a f,,(p) = m +p. Dados m,n € N, o produto entre naturais
satisfaz m-1=mem-(n+1) = (fn)"(m) .

Lema 9 ( Distributiva do sucessor).
m-(n+1)=mn+m

Demonstragio. Se n = 1, temos m - (1 + 1) = (f)*(m) = fr(m) = m +
m=m-1+m. Sen 7& 1, existe ng € N tal que s(ng) = n. Logo temos

(n+1) (fm)"(m) = (fm)s(”o( ) = fm((fm)" (M) = fin(m(no +1)) =
fm(m-n):mn—i—m. O

Proposicao 3.47 ( Distributiva & esquerda).
m-(n+p)=mn+mp

Demonstragio. Seja X = {p € N[Vm,n € N : n-(m+ p) = nm + np}. Temos
1 € X pelo lema 3.8.4. Supondo p € X. Temos

n-(m+s(p))=n-((m+p)+1)

n-(m+p)+n

=nm-+np+mn

nm+n(p+1)

=nm+n-s(p)
Comope X = s(p)e X ele X, temos X =N. O
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Proposicao 3.48 ( Distributiva & direita).
(m+n)-p=mp+np
Demonstragao. Seja X = {p e NVm,n € N : (m+n)-p=mp+ np}. Temos

leX,pos(m+n)-1=m+n=m-1+n-1. Supondo p € X. Temos
(m+mn)-s(p)=(m+n)-(p+1)
=(m+n)-p+ (m+n)
=mp+np+m-+n
=mp+m-+np+n

=m(p+1)+n(p+1)

=m-s(p)+n-sp)
Comope X = s(p)e Xele X, temos X =N. O
Proposicao 3.49 (Associatividade).
m-(n-p)=(m-n)-p

Demonstragao. Seja X = {p e NVm,n €N : m-(n-p) = (m-n)-p}. Temos
m-(n-1)=m-n=(m-n)-1,logo 1 € X.

Supondo p € X. Temos
m-(n-s(p)) =m-(n-(p+1))

- (npin)
() b men
= (- n) p+ (mn)
=(men)-(p+1)

= (m-n)-s(p)

Comope X = s(p)e X ele X, temos X =N. O
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Lema 10 (Comutatividade com 1).
m-1=1-m

Demonstragao. Seja X ={m eN|m-1=1-m}. Temos1-1=1-1,logo 1 € X.
Supondo m € X. Temos

s(m)-1=(m+1)-1

=m+1

m-1+1-1

=1-m+1-1
=1-(m+1)

=1-s(m)

Comome X = s(m)e X eleX, temos X =N. O
Proposicao 3.50 (Comutatividade).
m-n=mn-m

Demonstragio. Seja X = {n e N[VYm e N : m-n=n-m}. Temos 1 € X pelo
lema 10. Supondo n € X. Temos

m-s(n)=m-(n+1)
=mn+m-1

nm+1-m

=(n+1)-m

=s(n)-m

Comope X = s(p)e X ele X, temos X =N. O
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Proposicao 3.51 (Monotonicidade).
m<n = mp<np

Demonstra¢do. Supondo m < n. Logo n = m 4+ g com g € N. Logo np =
(m+ q)p =mp+ gp. Como gp € N, temos mp < np. O

Proposicao 3.52 (Lei do cancelamento).
mp<np = m<n

Demonstra¢do. Supondo mp < np. Pela tricotomia, temos n < m, m = n, ou
m < n. Se n < m, temos np < mp (contradi¢gdo). Se m = n, temos mp = np
(contradigao). Logo devemos ter m < n.

U

Definicao 3.25 (Elemento Minimo). Dado X C N, dizemo que p € X é o
menor elemento (ou elemento minimo) de X se Vn € X : p < n.

Observagao 3.8. Como Vn € N : 1 < n, temos que 1 € X implica 1 menor
elemento de X.

Proposigao 3.53. O elemento minimo de um conjunto X C N, quando existir,
€ unico.

Demonstra¢do. Suponha que dado um conjunto X C N, existam p,q € X ele-
mentos minimos. Logo p < ¢ e ¢ < p. Logo p = q. O

Definigao 3.26 (Maior elemento). Dado X C N, dizemo que p € X é o maior
elemento (ou elemento méximo) de X se Vn € X : p > n.

Proposigao 3.54. Os naturais nao possuem maior elemento.

Demonstracdo. Suponha que x € N seja o maior elemento de N. Terfamos
s(x) € Ne x < s(x) (contradi¢dao). Logo os naturais ndo possuem maior ele-
mento. O

Proposigao 3.55. O elemento mdzimo de um conjunto X C N, quando existir,
€ unico.

Demonstragao. Exercicio. O

Definicao 3.27 (I,).
I,:={xeN|z<n}

Lema 11.
Inyi=L,U{n+1}
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Demonstragao.

z € I

r<n+1

r<n+1Vez=n+1

r<nVzr=n+1

zel,Vvee{n+1} <
zel,U{n+1}

Feret

O

Teorema 1 (Principio da boa Ordenagao). Todo subconjunto A # & dos natu-
rais admite menor elemento.

Demonstra¢do. Dado A C N ndo vazio. Se 1 € A, temos 1 menor elemento.

Supondo 1 ¢ A. Logo 1 € N— A. Seja X = {x e N| I, C N— A}. Como
1eN—A, temos [; = {1} CN— A4, logo 1 € X. Como A é nao vazio, existe
a€ A Logoa g N—A. Temosa <a = a€l,. Logol, ¢ N— A. Logo
a ¢ X. Temos 1 € X e X # N, logo o axioma da indugao deve falhar. Logo
deve existir n € X comn+1=s(n) ¢ X.

Afirmo que n+1 é o menor elemento de A. Comon € X, temos I, C N— A,
logox <n = 2 € N—A Comon+1¢ X, temos I,,41 ¢ N— A.
Logo existe um m € I,4.1 comm € N— A = m € A. Observe que
mel,yg = m<n+l = m=n+1Vm<n+1 Sem <n+1, temos
pelo Lema 7 que m < n, que implica m € I, logo m € N — A (contradicao).
Logo devemos ter m = n 4+ 1. Temos portanto que n 4+ 1 € A.

Suponha que exista p € A tal que p < n+ 1. Terfamos p < n = p €
I, — peN—-A — p¢ A. Contradi¢dao. Logo temos n + 1 < p para todo
p € A. Logo n+ 1 é o menor elemento de A. O

Teorema 2 (Indugao completa). Seja X C N tal que (Ym €N : m <n =
meX) = neX. Entdio X =N

Demonstra¢do. Temos 1 € X, pois 1 ¢ X implicaria na existéncia de um m < 1
comm ¢ X. Supondo X #Ne A=N-—X. Como X # N, temos A # (). Logo
A possui um menor elemento a € A. Se p € N com p < a, entdo p € A, logo
peX. ComoVpeN : p<a = pe X, temos a € X. Contradigao. Logo A
é vazio. Logo X = N. O
3.8.5 Exercicios

Exercicio 3.8.1. Se ¢ : N — N é estritamente crescente, entao:

(a) Vn e N : ¢(n) > n.

(b) ¢ é injetiva.
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Demonstragao.

(a) Seja X = {n e N|¢p(n) >n}. Temos 1 € X pois Vp € Np > 1. Suponha
n € X, logo ¢(n) > n. Dai temos ¢p(n+1) > ¢(n) >n = ¢(n+1) >
n <= ¢(n+1)>n+1. Comole XenecX = n+1eX, temos
X =N.

(b) Se @ # b, temos a < b ou a > b, dal ¢(a) > ¢(b) ou ¢(a) < ¢(b). Em
ambos os casos, temos ¢(a) # ¢(b).

O

3.9 Conjuntos Finitos e Infinitos
3.9.1 Conjuntos Finitos

Definicao 3.28 ( Conjuntos finitos). Um conjunto X é finito quando for vazio
ou quando existir para algum n € N uma bijecao ¢ : I, — X

Definigao 3.29 (Tamanho de um conjunto). Dado um conjunto finito. Dizemos
que ele tem zero elementos se for vazio e que ele tem n elementos se tiver bije¢ao
com I,.

Observagao 3.9. O conjunto I, é finito e possui n elementos.

Observagao 3.10. Denota-se |A| como o tamanho do conjunto A.

Proposigao 3.56. Se f : X — Y ¢é uma bijecdao, entao X € finito se, e somente
se, Y for finito.

Demonstragdo. Se X for finito, entao existe um bije¢ao ¢ : I, — X. A
composigao (¢o f) : I, =Y é uma bijecdo, logo Y é finito. O caso Y finito é
analogo. O

Teorema 3. Seja A C I, nao vazio. Se exite uma bije¢ao f : I, — A, entao
A=1,.

Demonstragao. Seja X = {n € N|VA C I,, : (Existe uma bijecao f: I, - A) = A=1,}.
Temos 1 € X, pois Iy = {1} e ACI; = A= {1} =1I. Supondon € X.
Seja A C I,+1 com uma bijegdo f : I,4+1 — A. Restringindo f a I, obtemos
/I, = A—{f(n+1)}, que é uma bijecao pela proposicao 3.23.

Se A—{f(n+1)} C I,, temos por n € X que A— {f(n+1)} = I,. Como
o contra-dominio de f é Ae A C I,,11, temos que f(n+1) € A = f(n+1) €
Iyt = fin+1)el,Vfn+1) € {n+1}. Se f(n+1) € I,, temos
fn+1) & A= {f(n+1)}, logo A —{f(n+1)} # I, (contradi¢do). Logo
temos f(n+1) =n+1. Logo f(n+1) =n+1€ A Como A—{n+1} =
A—{f(n+1)} = I, temos (A —{n+1}H)U{n+1} = L,U{n+1} =
Au{n+1}=1,41 = A=1I,41. Logo temos A=1,,1.

Se A—{f(n+1)} ¢ I,. Logo existe a € Atal que a € I,, e a # f(n+1).
Mas A C I,41. Logo a € I,41 = I, U{n+ 1}. Logo devemos ter a = n + 1.
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Como f é sobrejetiva, existe m € I, 41 tal que f(m) = n+1. Definindo a fungéo

f@), A fm+DAztntl

g : Iyt — A, como g(x) = ¢n+1, r=n+1 . Temos g

f(n+1), z=m
uma bije¢do. Logo a restrigdo ¢’ : I, = A — {g(n+ 1)} é uma bijegdo com
A—{g(n+1)} C I, . Portanto temos A — {g(n+ 1)} =1, com A= I,4;. O

Proposigao 3.57. Se existe uma bije¢ao f : I, — I, entdo I, = I,.

Demonstra¢do. Se m < n, entao existe uma bijegao f : I, — I,,, com I, C I,.
Logo pelo teorema anterior, temos I,, = I,,. Se n > m, temos a bijecio f~! :
I, — I, com I,, C I,,. Logo pelo teorema anterior I,,, = I,,. O

Proposicao 3.58. Ndo eziste uma bijecdo f : X — Y entre um conjunto finito
X e uma parte propia Y C X.

Demonstracdo. Como X é finito, existe uma bijecao g : I, — X. Suponha que
exista uma bijecao f: X — Y. Como Y é parte prépria, existe um x € X — Y.
Tome A = g~ }(Y) C g7 }(X) = I,. Temos g~'(z) € A, logo A é uma parte
propria de I,,. Queremos achar uma bijecao h : I, — A. Restringindo g a A,
obtendo a bije¢do ¢’ : A — Y. Definindo a bijegdo h = (¢') o fog: I, — A.
Pelo teorema 3, temos que A = I,,. Uma contradigao, pois A é parte propria
de I,. Logo nao existe bijecao entre um conjunto finito X e uma parte prépria
Y C X. O

Lema 12. Todo subconjunto A de I,, € finito e temos |A| <n

Demonstragio. Seja X = {n e N|AC I, = Afinito A|A| <n}. Temos
1 € X, pois os subconjuntos de I; = {1} sdo {} e {1} = I1, ambos finitos.

Suponhan € X. Seja A C 1 =I,U{n+1}. Sen+1¢ A, entdo temos
A C I,. Pela hipétese de indugao, temos A finito e |[A| <n <n+ 1.

Supondon+1 € A. Se A= {n+ 1}, temos A finito e |A| = 1 < n. Supondo
A#{n+1}, temos B=A—{n+1} #0e B C I,. Logo B é finito e temos
k = |B| < n. Como B é finito, existe a bijecdo f : I — B. Definindo a bijecéo
' Iy — A pondo f'(z) = f(x) paraxz € I, e f(k+1) =n+ 1. Logo A é
finito e temos |[A| =k +1<n+1.

O

Lema 13. Seja A C I,. Temos |A|=n < A=1I,.

Demonstrag¢ao. Se |A| = n, existe a bijegao f : I, — A,com A C I,, logo
A=1,. O

Teorema 4. Todo subconjunto Y de um conjunto finito X € finito e |Y| < | X],
com|Y|=|X| < X=Y.
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Demonstracdo. Se X é finito, existe uma bijecao f : I, — X. Seja A =
YY) c I, e seja a bijecio f' : A — Y a restricio de f a A. Como
A C I, temos A finito e |[A| < n. Logo Y ¢ finito e |Y| = |4] < n. Te-
mos |Y| = |A| =n=|X| < |A| =1,. Logo f~1(Y) =1, = f~}(X). Logo
X =Y. O

Proposigao 3.59. Seja f: X — Y wuma fungdo injetiva. Se 'Y € finito, entao
X € finito e | X| < |Y].

Demonstrag¢io. Como existe a injecao f : X — Y, temos a bijecao f/ : X —
f(X), com f(X) CY. Como Y é finito, temos f(X) finito e |f(X)| <Y. Como
existe a bijegdo f': X — f(X), temos | X|=|f(X)| <Y. O

Proposigao 3.60. Seja f : X — Y wma funcdo sobrejetiva. Se X € finito,
entao Y € finito e |Y| < |X]|.

Demonstragao. Como f é sobrejetiva, ela admite inversa a direita. Seja g :
Y — X a inversa & direita de f. Se g(y) = g(v'), temos f(g(y)) = f(g(v)),
logo y = y’. Logo g é injetiva. Pela proposicao anterior, temos Y finito com
Y| <|X]. O
3.9.2 Conjuntos Infinitos

Definicao 3.30 (Conjunto infinito). Um conjunto é infinito quando nao for
finito.

Observagdo 3.11. A funcao sucessor com o contradominio reduzido é uma bijecao
entre uma parte dos naturais com os naturais:

s:N—=N-{1}
Logo os naturais sao infinitos.

Defini¢ao 3.31 (Conjunto limitado). Um conjunto X C N é limitado quando
existe p € Ntal que Vn € X : n <p.

Teorema 5. Seja X C N nao vazio. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
e X € finito.
o X € limitado.
e X possui maior elemento.

Demonstragio. (a) = (b)

Seja A ={n e N||X|=n = X limitado }. Se |X| =1, temos que X =
{a} para algum a € N. Logo X é limitado pelo a, pois a < a. Supondo
n € X. Seja |X| = n+ 1. Logo existe uma bijecao f : I,+1 — X. Tomando
a bije¢do f' : I, = X — {f(n+1)}. Logo X — {f(n+ 1)} tem tamanho n.
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Pela hipétese de indugdo, temos X — {f(n + 1)} limitado por um p € N, ou
seja: Vt € X —{f(n+1)} : t <p. Se f(n+ 1) < p, temos que p limita X.
Se p < f(n+1), temos paratodot € X — {f(n+ 1)} quet <p< f(n+1)e
f(n+1) < f(n+1),logo f(n+1) limita X.

Comole Aence A = n+1€ A, temos A =N

(a) = (b) [Outra forma]
Seja X = {x1,x9, - x,}, defina a = 21 + x9 + - - - x,. Temos = < a para todo
z € X, logo X é limitado.

(b) = (o)

Como X ¢ limitado, existe um p € N tal que Vn € X : n < p. E natural
pensar que o maior elemento serd o menor dos ”limitadores”. Logo seja A =
{peN|Vne X : n<p}. Aénio vazio, logo é limitado inferiormente por um
a € A. Sea € X, aé o maior elemento de X. Supondo a ¢ X. Logo temos
para todo n € X que n < a, mas nunca n = a, logo temos n < a. Se a = 1,
temos n < 1 (contradi¢do) . Se a # 1, existe ag tal que ag + 1 = a. Pelo lema
7, obtemos n < ap +1 = n < qp para todo n € X. Uma contradicao, pois
ap € A com ag < a (a é o menor elemento de A). Logo devemos ter a € X.
Logo X possui maior elemento.

(© = (a)

Seja p € X o maior elemento de X. Conjecturo que |X| < p. Vamos
mostrar que X C I,. Seja z € X. Como p é o maior elemento de X, temos
z <p. Como X CN, temos x € N. Como z € Ne z < p, temos = € I,. Como
reX = x€l, temos X C I,. Logo X ¢ finito e | X| < p. O

Teorema 6. Sejam X,Y conjuntos finitos disjuntos, entdo X UY € finito e
[XUY|=|X|+]|Y]

Demonstracdo. Sejam f, : I, = X e fy : I, = Y bijecoes. Seja fuy : Lnym —
X UY definida como:

fay(p) = {f‘”(p)’ p<n

fy(r), n<p<n+m

Se n < p, existe r € N tal que p=n+r. Como p <n+ m, temos r < m.

Supondo fy(p) = fay(g) com p # g. Logo p < g ou ¢ < p. Supondo
sem perda de generalidade que p < q. Sen < ¢ < n+m e p < n, temos
f=(p) = fy(g), mas X e Y sdo disjuntos, logo devemos ter ou p < ¢ < n ou
n<p<qg<m+n. Sep<q<mn,temos fr(p) = fz(¢) = p = q ([, injetiva).
Ocason < p < g <m+n é analogo. Logo fuy(p) = fay(Q) = p =4¢q
(contradigao). Logo devemos ter p = g. Logo fgy ¢ injetiva.

Sejap e XUY. Logop € XoupeY. Supondo p € X. Como f, é
sobrejetiva, existe n, € I, tal que fz(nz) = p. Como ny < n, temos foy(ng) =
fz(nz) =p. Sep € Y. Como f, é sobrejetiva, existe n, € I,, tal que fy(n,) = p.
Como ny, < m, temos n < n+ny <me fo(n+ny) = fy(ny) =pny =7) .
Logo fgy é sobrejetiva.
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Logo fay € bijetiva.
Logo X UY é finito e tem tamanho n 4+ m = |X| + |Y].
O

Proposicao 3.61. Sejam X,Y conjuntos finitos , entao X UY € finito e | X U
Y| < [X]+]Y].

Demonstracao. Sejam f, : I, = X e f, : I, = Y bijecoes. Seja fry : Intm —
X UY definida como:

_ f=(p), p<n
fzy(p)_{fy(r)’ n<p§n+m

Se n < p, existe r € N tal que p=n+r. Como p <n+ m, temos r < m.

Sejap e XUY. Logop € XoupeY. Supondo p € X. Como f, é
sobrejetiva, existe n, € I, tal que fz(n;) = p. Como ny < n, temos fuy(ng) =
fz(ng) =p. Sep € Y. Como f, é sobrejetiva, existe n, € I,, tal que f,(ny) = p.
Como ny, < m, temos n < n+ny < me foy(n+ny) = fy(ny) =p(ny =7)
Logo fg, é sobrejetiva.

Logo X UY é finito e | X| +|Y| < | X|+ [Y].

O

Proposicao 3.62. Temos para todos m,n € N que I, X I,, € finito e |I,, x I,,| =
n-m.

Demonstragio. Seja X = {n e N|Vm e N : |I, x I, =n-m}. Temos 1 € X,
pois para qualquer m € N, existe uma bijecao entre I,,, e I,,, X I, logo I,,, X I
é finito e |I,, X [1| = |L,| =m =1 -m.

Supondo n € X. Dado m € N, seja I, X In11 = Iy X (Ip,U{n+1}) =
(L X In) U (I, X {n + 1}). Temos (I, x I,) finito e |I,;, x I,| = m-n (hipdtese
de indugao) e I, x {n + 1} finito com |I,, x {n + 1} | = m. Logo |I,, X I, 41| =
(I X L)U (L, x {n+1}) | =mn+m=m- (n+1).

ComoleXeneX = n+1e X, temos X =N. O

Proposicao 3.63. Sejam X,Y conjuntos finitos , entdo X XY € finito e | X x
Y| =|X]|x|Y].

Demonstracao. Sejam f, : I, — X e f, : I, =Y bijecoes. Logo g : I,, X I, =
X x Y, definida por g(p,q) = (fz(p), fy(q)) é uma bijecao. Logo |[X x Y| =
I, X I, =m-n=|X| x|Y].

O

Proposicao 3.64. Temos para todos m,n € N que F (I, I,,) € finito e |F (I, L) =

mn

Demonstragio. Seja X = {n e N|Vm eN : |F(l,, )| =m"}. Temos 1 €
X, pois para qualquer m € N, existe uma bijecao entre I,,, e F(I1,I,), logo
F(I1,I,) é finito e |F(I1, L,)| = |In] = m = m*.
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Supondo n € X. Temos F(Ilyt1,Im) = F(I, U{n+1},I,). Existe uma
bijecdo entre F(I, U{n+1},1,,) e F(In, L) x F({n+1},1,,). Existe uma
bijegdo entre F({n + 1}, I,,) e F(I1, I,). Logo existe uma bijecao entre F (I, I, ) X
F({n+1}, L) e F(Ip, Ln) x F(I1, I,). Como F (I, I,,) é finito e possui tama-
nho m" e F(Iy,I,,) é finito epossui tamanho m?, temos F(I,,, I,,,) x F(I1, 1)
finito e de tamanho m™-m = m"*!. Como existe uma bijecao entre F(I,,, I,,) X
F(Ii,In) e F(Lys1, In), temos F(I, 41, I,) finito e de tamaho m™*1.

ComoneX — n+1€XelelX,temos X =N. O

Definigcao 3.32 (Conjunto Enumerdvel). Um conjunto é dito enumeravel se é
finito ou se existe uma bijegao f: N — X.

Lema 14. N ¢ enumerdvel

Demonstracdo. Seja f : N — N a funcao indentidade. f é uma bijegao, logo N
é enumeravel. O

Proposicao 3.65. Se existe uma injecao f : N = Y entao f(N) € enumerdvel.

Demonstragao. Definindo a bijecao ' : N — f(N), f'(z) = f(z). Temos f(N)
contavel. O

Proposigao 3.66. Todo conjunto infinito X tem um subconjunto enumerdvel.

Demonstragdo. Basta construir uma injegdo f : N — X. Seja A = P(X) — 0.
Temos | JA=X e ¢ A. Sejag: A — X afungdo escolha aplicada em A. Logo
temos g(a) € a C X para todo a € A. Seja f : N = X definida indutivamente
por

Se A — f(I,) = 0, terfamos A = f(I,,), uma contradi¢ao, pois A ¢ infinito e
f(I,) é finito. Logo A — f(I,,) # 0 para todo n € N . Logo g(4 — f(I,)) estd
sempre definida.

Queremos mostrar que f é injetiva. Suponha f(m+1) = f(n+ 1) com m #
m. Suponha sem perda de generalidade que n < m. Logo temos n+1 € [,,, =
f(n+1) € f(I,,). Por definigao, temos f(n+1) = f(m+1) =g(A— f(In)) €
A — f(I,). Contradigao, pois f(n+1) € f(I,) = fn+1) & A— f(In).
Logo f(m+1) = f(n+1) = m = n. Logo f é injetiva. Logo f': N — f(N) é
bijetiva e f(N) é contavel. Logo existe um subconjunto f (N) de X contével. O

z

Proposigao 3.67. Um conjunto X € infinito se, e somente se, existir uma
bijecao entre X e uma parte propria.

Demonstragdo. Pela proprosicao 3.9.1, se existir bijegdo X nao é finito.
Suponto X infinito. Logo existe subconjunto ¥ C X enumeravel. Seja

f : N — Y uma bijecdo (uma enumeragao). Vamos usar o fato da funcao

s : N — N — {1} ser uma bijegdo. Seja A = (X — f(N)) U f(N - {1}) =
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(X —=Y)U (Y —{f(1)}). Temos f(1) € A, logo A é parte prépria de X. Seja
h: A — X definida por

x, reX-Y
) = {f<s1<f1<x>>>, reY - {f(1)}

Sex e Y—{f(1)}, temosz € Y,logox ¢ X-Y. Sex € Y-{f(1)} = fF(N-{1}),
temos f~!(z) € N — {1}, logo s7(f~!(z)) estd definida. . Logo h estd bem
definida.

Se h(x) = h(y), com z,y € X =Y, temos h(z) = h(y) = x =y. Se h(z) =
h(y) comz,y € Y—{f(1)}, temos f(s7'(f~'(x))) = f(sT'(f () = z=y
(f,s~! sdo bijegoes). Se h(xz) = h(y) comz € X =Y ey €Y —{f(1)}, temos
h(z) =z = f(s7Y(f~(y))) = h(y). Temos f(a) € Y para todo a € N. Logo
f(s7Y(f~Y(y))) = x € Y. Contradigdo, pois z € X — Y. Logo h é injetiva.

Sejax € X. Temosx € Youz €Y. Sex €Y, temos x € X — Y, logo
h(x) =x. Se x € Y, temos z = f(n) com n € N. Temos s(n) € N— {1}, logo
y= f(s(m)) € Y — {F(1)}. Logo hiy) = [(s~ (/")) = F(n) = 2. Logo h ¢
sobrejetiva.

Como h : A — X é bijetiva, existe bijecao entre X e uma parte propria de
X. O

Proposigao 3.68. Todo subconjunto X C N € enumerdvel.

Demonstracdo. Se X for finito, ele é enumeravel por definicao. Se X for infinito.
Seja f : N — X definida indutivamente por

J(1) = min(X)
J(n+1) = min(X - (I,))

Como f(I,) é sempre finito, temos X — f(I,) # () para todo n € N. Logo o
principio da boa ordenagao vale para X — f(I,,). Logo f estd bem definida.

Se flx +1) = f(y+ 1), com z < y (sem perda de generalidade), temos
z+1 <y, portanto z+1 € I, = f(xz+1) € f(I,). Logo f(z+1) & X — f(I,).
Logo f(z+1) # f(y+ 1), pois f(y +1) € X — f(I,) (contradicdo). Logo f é
injetiva.

Suponha X # f(N). Logo X — f(N) # 0. Sejay € X — f(N). Seja z € f(N)
qualquer. Logo = = f(n) para algum n € N. Se n = 1, temos = = f(1)
min(X). Como y € X, temos x <y. Sen#1 = Ing € N : n=mng+1,
temos * = f(n) = f(no +1) = min(X — f(I,,)). Como y € X — f(N) C
X — f(Ip,), temos y € X — f(Ip,), logo z = f(n) = min(X —I,,,) <y. Ou seja:
Ve € f(N) : z <y. Logo f(N) é limitado superiormente por y. Contradi¢ao
(conjunto infinito ndo possui limite superior). Logo X = f(N).

Como f ¢ injetiva e sobrejetiva, temos f bijetiva. Logo X é enumeravel.

O

Observagdao 3.12. A funcao construida na proposicao anterior é estritamente
crescente. De fato, seja Y = {p e N|Vn e N : f(n+p) > f(n)}.
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Temos 1 € Y. De fato, temos f(n + 1) = min(X — f(I,)), logo f(n +
1) € X — f(In), logo f(n+ 1) # f(n), pois f(n) € f(I,). Se n = 1, temos
f2eX—f() = f2eX = f(2) < f(1), pois f(1) = min X. De
f(2) # f(1), obtemos f(2) < f(1). Se n # 1, existe ng € N tal que n = ng + 1.
Dal f(n+1 € X — f(I,) C X — f(In,), logo f(n+ 1) = min(X — f(I,)) <
min(X — f(I,,)) = f(n). Como f(n+1) # f(n), temos f(n+ 1) > f(n). Logo
1 €Y. Supondo p € Y, temos para todo n € N que f(n + p) > f(n). Como
1€Y, temos f(p+1)> f(p) > f(n),logop+1€Y. Logo Y =N.

Se m > n, temos m = n + p para algum p € N, dai f(m) > f(n). Logo f é
crescente.

Essa é outra forma de mostrar a injetividade da funcao f.

Proposigao 3.69. Se f: X — Y € uma bijecio e Y ¢é enumerdvel, entdo X é
enumerdvel.

Demonstragao. Se X for finito, ele é enumeravel. Se X for infinito, entao Y é
infinito. Como Y é enumerével, existe uma bijecao g : ¥ — N. Logo existe a
bijecao go f : X — N. Logo X é enumeravel. O

Proposicao 3.70. Todo subconjunto X de um conjunto enumerdvel Y € enu-
merdvel.

Demonstracdo. Se X for finito, ele é enumeravel. Se X for infinito, entdo Y é
infinito. Logo existe uma bijecao f : Y — N. Seja a bijegdo ' : X — f(X) a
restrigdo de f a X. Como f(X) C N, temos f(X) enumerdvel. Como existe
uma bije¢ao entre X e um conjunto enumeravel, temos X enumeravel. O

Proposigao 3.71. Se f: X =Y € uma injecao e Y é enumerdvel, entao X é
enumerdvel.

Demonstracdo. Se X for finito, ele é enumeravel. Se X for infinito, entao Y é
infinito. Temos f(X) C Y é enumeravel (subconjunto de conjunto enumeravel).
Seja a bijecao f': X — f(X) a restricdo de f a X. Como existe uma bijegao
entre X e um conjunto enumerdvel, temos X enumeravel. O

Proposigao 3.72. Se f : X — Y € uma sobrejecdo e X € enumerdvel, entao
Y € enumerdvel.

Demonstragao. Como f é sobrejetiva, ela admite inversa a direita. Seja g :
Y — X ainversa a direita de f. Se g(y) = g(v/'), temos f(g(v)) = f(9(v’)), logo
y =1y'. Logo g é injetiva. Pela proposi¢iao anterior, temos Y enumeravel. O

Lema 15. Um conjunto X é enumerdvel se, e somente se, existir uma injecao
f: X —=N.

Demonstracao. Supondo X for enumeravel. Se X for finito, existe uma bijecao
h:X — I,. Como I,, C N, existe uma injecao X — N. Se X for infinito, existe
uma bijecao g : X — N. Em ambos os casos existe uma injecao entre X e N.
Supondo que existe uma injecao f : X — N. Como N é enumeravel, temos
X enumeravel. O
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Lema 16. (Teorema fundamental da aritmética) Todo nimero natural ou
€ primo ou se escreve de modo unico como um produto de nimeros primos.

Demonstracdo. Aritmética, Ahbramo. O
Lema 17. N x N ¢é enumerdvel

Demonstragio. Seja h : N x N — N, h(m,n) = 2™ -3". Se h(m,n) = h(v,w),
temos 2™ - 3" = 2V - 3%. Pelo lema anterior, temos m = v e n = w. Logo
(m,n) = (v,w). Logo h é injetiva. Logo N x N é enumerével. O

Proposigao 3.73. Se X,Y sdo enumerdveis, temos X X Y enumerdvel.

Demonstracdo. Existem injegoes f : X — N e g :Y — N. Logo a fungao
h: X xY = NxN, h(z,y) = (f(z),9(y)) é uma injegdo entre X x Y e um
conjunto enumeravel. Logo X X Y é enumerével. O

Proposicao 3.74. Seja (X))aer uma familia enumerdvel de conjuntos enu-

meraveis. TemosY = U X\ enumerdvel.
el

Demonstracao. Como X, é enumeravel para todo A\ € L, temos que existe
uma funcao fy : X — N injetiva para todo A\ € L. Definindo g : ¥ — N,
dada por g(z) = min{n € Njlz € X,,}. Se x € Y, temos = € X para algum
A € L, logo {neN|ze€ X,} é ndo vazio. Para simplificar notagao, vamos
chamar g(x) = n,. Seja h: Y — NxN, definida por h(z) = (f,, (z),n,). Afirmo
que h é injetiva. De fato, se h(z) = h(y), temos (fy, (2),nz) = (fn,(y),ny) <=
fno(®) = fn,(y) Ang = ny. Como n, = ny, temos fn, = fn,, logo fn, (z) =
fn, (@) = fn,(y). Mas f, é injetiva, logo z = y. Logo h ¢ injetiva. Logo Y é
enumeravel. O

Proposicao 3.75. Dados dois conjuntos X,Y , apenas um das 3 possibilidades
ocorre:

e Existe uma injecdo f: X — Y e nao existe sobrejecio g: X — Y.

e Existe bijecao f: X — Y.

e Existe uma injecdo f:Y — X e nao existe sobrejecio g:Y — X.
Demonstra¢do. Naive Set Theory. O

Definicao 3.33. Definimos para conjuntos infinitos card(X) = card(Y) se, e
somente se, existir bije¢do f : X — Y. Definimos card(X) < card(Y') se existir
injecao f : X — Y e ndo existir sobrejegdo g : X — Y. E card(X) > card(Y)
caso contrario.

Proposicao 3.76. (Cantor-Bernstein-Schroder Theorem) Se existir injecoes
f:X—=Yeg:Y — X, entao existe bijecao h: X — Y.

Demonstragao. ]
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Proposicao 3.77. Seja (X))xen uma familia de conjuntos de tamanho maior

ou tgual a 2. Temos Y = H X\ nao é enumerduvel.
AeN

Demonstra¢do. Lembrando que cada elemento de Y é uma fungao ¢ : N —

U Xy, onde ¢(n) € X,,. Suponha Y enumerdvel. Logo existe uma bijecao

AEN
f + N = Y. Para simplificar a notagdo, denotaremos a funcao f(n) por f.
Como X possui pelo menos 2 elementos, existem ay, by € X para todo A € N.

Seja h: N — U X, definida por
AeN

) Qg fm(x) 7é Qg
h(z) = {bx, F) = ay”

Temos h(n) # fn(n) para todo n € N, logo h # f,, para todo n € N. Como
heYeh¢ f(N), temos que f nao é sobrejetiva. Logo f nao é bijetiva
(contradigao). Logo Y nao é enumerdvel. O

3.9.3 Exercicios

Exercicio 3.9.1. Se X C N ¢ infinito, entao existe uma unica bijecao ¢ : N — X
estritamente crescente.

Demonstracdo. A existéncia é pela observagao 3.12. Se ¢,f : N — X sao
bijegoes estritamente crescentes. Seja Y = {n € N|p(n) = f(n)}. Seja p =
f1(min X), se p # 1, temos f(p) < f(1) com p > 1. Logo f(1) = min X. O
argumento é andlogo para ¢(1) = min X. Logo f(1) =min X = ¢(1) = 1€
X. Suponha n € X. Se f(n+1) # ¢(n+ 1), temos ¢(n +1) < f(n+ 1) ou
f(n+1) < ¢(n+1). Suponha sem perda de generalidade que ¢p(n+1) < f(n+1).
Sejap = f~1(p(n+1)). Se p >n+ 1, temos f(p) < f(n+ 1) (contradigao). Se
p <mn+ 1, temos p # n, pois f(p) = ¢(n+1) > ¢(n) = f(n). Logo p < n com
f(p) > f(n) (contradigao). Logo ndo podemos ter ¢(n + 1) # f(n +1). Logo
n+1€Y. Logo ¢ = f. O

4 Anéis

4.1 Definigoes iniciais

Definicao 4.1 (Anel). Seja A um conjuntoe +: Ax A — A, -: AxA— A
fungbes. Dizemos que (A, +,-) é um anel se :

1.Ve,y,z€ A+ y+z)=(@+y) +=z

2.Ve,ye A x+y=y+=x
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3. Existe 04 € A tal que para todo z € A,

r+04=2x

4. Para todo z € A, existe ' € A tal que:

r+2 =04

5. Vo,y,z€A:ax-(y-2)=(z-y)- 2.

6. Vx,y,z € A :
z-(y+z)=z-y+z-z

(x4+y) z=x-2+y-2
7. Existe um elemnto 14 € A tal que para todo = € A:

r-la=14 -z =u2x.

8. Vr,ye A :zx-y=y-x.
Proposigao 4.1. FExiste um unico elemento04 € A tal queVr € A : 2+04 = .

r+0p=2x
z+0, =z
Como 04,0’y € A, temos 0’y +04 =0’y ¢ 04 + 0’y = 04. Logo pela comutativi-
dade da soma 0%y =0y +04 =04+ 0 =04 <= 04 = 0’,. Logo existe um
Unico 04 € Atalque Ve € A : x4+04 = z. O

Demonstragdo. Suponha que existam 04,0’y € Atal queVa € A: {

Definigao 4.2 (Elemento Neutro da Soma). O tnico elemento 04 € A tal que
Vre A : x+ 04 =2 é chamado de elemento neutro da soma.

Proposigao 4.2. Para todo © € A, existe um unicoy € A tal que t+y =04.

Demonstrag¢do. Suponha que existam y,y’ € A tal que x+y =z +vy' = 0. Logo
y=y+0a=y+@+y)=y+(e+y)=w+z)+y = (+y)+y =0a+y =
Y +0a=y = y=1v.

Logo existe um tnico y € A tal que x +y = 04. O

Definicao 4.3 (Simétrico). Dado = € A, chamamos o unico elemento y € A
tal que  + y = 04 de simétrico e escrevemos y = —z. Logo = + (—z) = 04.

Definicao 4.4 (Subtragdo). A operagdo "somar com inverso”é chamada sub-
tragao e escrevemos

v+ (-y)=z—y
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Proposigao 4.3. Existe um unico elemento 14 € A tal que Ve € Ax -1, =
1A X =2x.

14 =
Demonstragdo. Suponha que existam 14,1’y € Atal queVa € A: {m A=

Uy 1a=1,

Em particular, temos { = 1, =1,-14=14-1, =14. Logo

Iy-1, =14
existe um tnico elemento 14 € Atal queVr € Ax -1y =14 -z ==x. O

Defini¢ao 4.5 (Elemento Neutro do Produto). O tnico elemento 14 € A tal
que Ve € Ax-14 =14 -x =2 é chamado de elemento neutro do produto.

Proposigao 4.4. Se A é um anel x,y,z € A, entéor+2=y+2 = z=y.

Demonstrag¢ao. Supondo x+2z = y+2z, temos y = y+04 = y+(2—2) = (y+2)—
z=(@x+z2)—z=z+(z—2)=2+04=2. Logor+z=y+2 = xz=y. O

Proposigao 4.5. Se A é um anel, entdioVr € A : x-04 =04

Demonstra¢ao. Temos x-04 =2-(044+04) =2-04+2-04 < x-04+04 =
z-04+2-04 = x-04 =04 pela proposicao anterior. O

Proposicao 4.6. Seja A um anel. Para todos x,y,z € A, temos:
(a) —(—z) ==
(b) =(zy) = (—z)y = 2(—y)
(c) (=x)(—y) ==y
(@) (—1a)z = —x

Demonstracao.

(a) Definimos —y = z como o unico elemento z € A tal que y + z = 04.
Logo (—z) 4+ (—(—x)) = 04 por definigdo. Mas = + (—z) = 04. Logo pela
unicidade, temos © = —(—z).

(b) Temos (—x)y+axy = (—z+2)y =04y =04 e 2(—y) + 2y = 2(~y +vy) =
xz-04 = 04, que implica (—z)y e z(—y) inversos aditivos de zy. Da
unicidade, temos —(zy) = (—z)y = z(—y).

(c) Pelos itens anteriores, temos (—z)(—y) = —(z - (—y)) = —(—(zy)) = zy.

(d) Do item (b), temos (—1a)x = —(14 -2) = —x.
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4.1.1 Exercicios
Exercicio 4.1.1. Se Aéum anel e x,y,z2 € A,entdoxr +y=a — y=104.

Demonstracdo. Se x+y =z, temosx+y=x=x+04 = y = 04, pelo item
anterior. O

4.2 Invertibilidade

Definigao 4.6 (Invertivel). Um elemento x € A ¢ invertivel em A se existe
y € A tal que
z-y=14.

Proposigao 4.7. Se x € A € invertivel, entdo existe um unico y € A tal que
rz-y=14.

Demonstracao. Dado x € A invertivel, suponha que existam 3,7’ € A tal que
xy=x-y =1a.

Logoy' =1a-y' =(z-y) ¢y =2-(y-y)=2- y)=(y)y=1lay=
y <=y =y.

Logo existe um unico y € A tal que x -y = 14. O

Definigao 4.7 (Inverso multiplicativo). Dado um anel A e z € A invertivel,
definimos ! como o tnico elemento de A tal que z -z~ ! = 14.

Defini¢ao 4.8 (Conjunto dos invertiveis). Dado um anel A, o conjunto dos
invertiveis em A é denotado por A*.

Definigao 4.9 (Conjunto dos nao-nulos). Dado um anel A, o conjunto dos
nao-nulos em A é denotado por A* = A — {0}.

Defini¢ao 4.10 (Anel Nulo). Dizemos que um anel A é nulo se A = {04}.

4.3 Corpos, dominios e anéis reduzidos

Definicao 4.11 (Divisor de Zero). Dado A um anel, € A é um divisor de
zero em A se existe y € A — {0} tal que 2y = 04.

Proposigao 4.8. Dado um anel nao-nulo A, 04 é um divisor de zero.

Demonstragao. Como A é ndo nulo, existe y € A—{0}. Além disso, 04-y =04.
Logo 04 é um divisor de zero. O

Definigao 4.12 (Dominio). Um anel nao nulo A é um Dominio se 04 € A for
o unico divisor de zero.

Proposigao 4.9. Dado um anel A nao nulo, as afirmacoes a sequir sao equi-
valentes:

(a) A é um Dominio;
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(b) Yo,y € A—{0a} : 2y # 04
(c)Ve,ye A : xy=04 = 2=04Vy=04

Demonstragdo. (a) = (b): Supondo A um dominio. Dados z,y € A com
z,y # 04, se xy = 04, terfamos z, y divisores de zero em A. Logo teriamos
divisores de zero em A diferentes de 04. Logo A ndo seria um dominio
(contradi¢ao). Portanto devemos ter xy # 04.

(b) = (c): Supondo z,y € A com zy = 04. Se x,y # 04, terfamos de (b)
que xy # 04, logo devemos ter z =04 ou y = 04.

(¢) = (a): Supondo x um divisor de zero em A, logo zy = 04 com y €
A —{04}. De (c), temos zy =04 = =04 Vy=04. Como y # 04,
devemos ter z = 0 4. Mostramos que qualquer divisor de zero em A é igual
a 04. Logo A é um dominio.

O

Proposicao 4.10. Se A é um dominio, n € N e 21, -2, € A— {04}, entio
xl""xn#OA'

Demonstracdo. A prova serd por indugdao. Para n = 1, é imediato. Para n =
2, segue da proposicao anterior. Supondo valido para um n € N qualquer.
Supondo 1, Tp, Tpy1 € A—{04}, entao 1 -xo - Xy Tpg1 = (T1 X2+ Tp) -
ZTnt+1. Pelo passo de indugdo, temos y = x1 - z2-- @, # 04. Como y # 04
e Tpy1 # 04, temos y - x,11 # 04 pelo caso n = 2. Logo vale para qualquer
n € N. O

Proposicao 4.11. Se A € um dominio,n € N ex € A—{04}, entdo z™ # 04.

Demonstra¢ao. Tomando x € A—{0} e 2™ =gz -x--- - x e usando a proposicao
—

n vezes
anterior com X1 =X =" =Tp =2=1T 75 0’ temos " 7& 0. 0

Proposicao 4.12 (Lei do Corte). Seja A um dominio. Se a,z,y € A ea # 04,
entao
ar =ay = x=1.

Demonstracdo. Supondo a,z,y € A com a # 04 e ax = ay. Temos ax — ay =
0p < alr—y) =04 = a=0s4Ve—y=04 Comoa# 04, temos
r—y=04 = z=1y. O

Definicao 4.13 (Nilpotente). Dado um anel A. Um elemento = € A é nilpo-
tente se 2" = 04 para algum n € N.

Proposigao 4.13. Dado um anel A, 04 € A € nilpotente.
Demonstragdo. Tems 04 = 04, logo 04 é nilpotente. O

Definicao 4.14 (Anel Reduzido). Um anel A é um Anel Reduzido se o tnico
elemento nilpotente de A for 04.
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Definicao 4.15 (Corpo). Um anel ndo nulo A é um corpo se A* = A% ou seja,
todo elemento nao nulo for invertivel.

Proposigao 4.14. Se um anel A é um corpo, entdo é um dominio.

Demonstra¢do. Supondo A um corpo. Supondo z,y € A com zy = 04. Que-
remos mostrar que z = 04 ou y = 04. Se y = 04, ndo temos nada a de-
monstrar, supondo y # 04. Logo y € A* = AX (A é um corpo). Logo
r=x-la=a-(y-y ) =@y y! =04yt =04 LogoAéum
dominio. U

Proposigao 4.15. Se um anel A é um dominio, entdo € um reduzido.

Demonstracdo. Supondo A um dominio. Seja x € A nilpotente, ou seja, z" =
04 comn € N. Se x # 0, temos pela proposigao 4.11 que z" # 0. Logo devemos
ter x = 0. O

5 Aritmética

6 Analise Real

6.1 Numeros Reais
6.1.1 Corpos ordenados

Definicao 6.1 (Corpo Ordenado). Um corpo K ¢é ordenado se existe um con-
junto P C K tal que :

1. Para todos x,y € P, temos x +y € Pex -y € P.

2. Dado z € K, apenas uma das possibilidades ocorre: ou x € P, ou x = Og
ou —x € P.

Definigao 6.2 (Positivos). Dado um corpo ordenado K, chamamos os elemen-
tos x € P de positivos.

Definigao 6.3 (Negativos). Dado um corpo ordenado K, chamamos os elemen-
tos y = —x com x € P de negativos.

Definigao 6.4 ( Conjunto dos Negativos). Dado um corpo ordenado K, deno-
tamos por —P = {—x | x € P} como o conjunto dos elementos negativos.

Proposicao 6.1. Se K é um corpo ordenado, K = (—P)U {0k} U P.

Demonstracdo. Dado x € K, pela definicao, temos x € P ou ¢z = O <=
z € {0k} ou -z € P < zx€ —P,logoz € (—P)U{0xg}UP. Temos
P, {0k},—P C K, logo (—P)U{0x}UP C K. Portanto (—P) U {0k} UP =
K. O

Proposicao 6.2. Se K € um corpo ordenado, (—P)N{0x} NP = 0.
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Demonstra¢do. Dado z € K, pela definigdo, apenas um dos trés ocorre: x € P
ouzr=0x < z€{0g}ou—xr€P < xz€—P. Logo (—P)N{0x}NP=
0. O

Proposigao 6.3. Se K é um corpo ordenado, temos Ya € K — {0k} : a®> € P.

Demonstrag¢ao. Dado a € K — {0k}, temos —a € P ou a € P. Se a € P, temos
a?=a-a € P. Se —a € P, temos (—a) - (—a) = a®> € P. Em ambos os casos,
temos a® € P. O

Proposigao 6.4. Se K é um corpo ordenado, entao 1x € P.

Demonstragio. Temos 1 = 1x - 1x = 1% == 1 € P, pela proposicao
anterior. O

Observagdo 6.1. Segue da proposigao anterior que —1x € —P para todo corpo
ordenado K. Logo num corpo ordenado —1x nunca é um quadrado.

Definigao 6.5 (<). Num corpo ordenado K com z,y € K, definimos:
r<y < y—zeP
Definigao 6.6 (>). Num corpo ordenado K com z,y € K, definimos:
y>r <— r<y.
Proposigao 6.5. Dado um corpo ordenado K, temos para todos x,y,z € K:
lLz<yNy<z = <z
2. Apenas uma das trés possibilidades ocorre: © <y oux =y, ouy < .
. rx<y <= rxtz<y+z
4. Se z>0, temosx <y — xz<yz
5. Sez< 0, temos ez <y — xz>yz

Demonstracao. l. Sex<yey<z temosy—z € Pez—y € P, logo
(y—2)+(z—y) =2z—x € P, que equivale a = < z.

2. Dado z,y € K, tomando w =z —y € K, temos w € P, ou w = 0 ou
—w € P. Logoz —y1P,oux —y=0o0u —(z—y) =y —x € P. Portanto
y<z,oux=yjouzx<y.

3. Sex <y, temosy—x € P. Logoy—zrz=y+0xk —z=y+(z—2)—xz=
(y+2)—(z+2)€P <= z+z<y+z

4. Sez>0ex<y < y—x € P, temos que yz —axz = (y—x)-2z €
P —= zz<yz.
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5. Se 2 <0 < —z2€Pex<y < y—x € P, temos que xz —yz =
(y—z) (—2) e P <= yz < zaz.
O

Proposigao 6.6. Dado um corpo ordenado K, temos para todos x,y,z,w € K:
r<yNz<w — r+z2<y—+w

Demonstracdo. Temos x <y = z+z<yt+zez<w = y+z=z+y<
w+y=y+w,logox+z<y+w. O

Proposigao 6.7. Dado um corpo ordenado K, temos para todos x,y,z,w € K:
I<z<yNl<z<w = 0<zz<yw

Demonstra¢dgo. Como z > 0 e x < y, temos zz < yz. Como y > 0e z < w,
temos yz < yw. Logo zz < yw. U

Defini¢ao 6.7 (< e >). Num corpo ordenado K com z,y € K, definimos:

Yy>z &= <y &< r<yVvVr=y

6.1.2 Numeros reais

Definicao 6.8 (Cota Superior). Seja K um corpo ordenado e X C K . Um
elemento s € K é cota superior de X quando

Vere X : x<s.

Definicao 6.9 (Limitado superiormente). Seja K um corpo ordenado e X C K
. Dizemos que X é limitado superiormente se existe uma cota superior de X.

Definigao 6.10 (Supremo). Seja K um corpo ordenado e X C K. Um elemento
s € K é o supremo de X quando:

1. s é cota superior de X.
2. Se ¢ € K é cota superior de X, entao s < c.

Observagdo 6.2. Uma forma mais humana de dizer a defini¢ao de supremo é: O
supremo de um conjunto X é a menor cota superior deste conjunto.

Observagdo 6.3. Podemos tomar a contrapositiva na segunda condicao e obter:
Se ¢ < s, entao ¢ nao é cota superior. Mas nao ser cota superior ¢ 0 mesmo que
existir um z € X com ¢ < x. Logo obtemos uma defini¢ao equivalente:

Seja K um corpo ordenado e X C K. Um elemento s € K é o supremo de X
quando:

1. s é cota superior de X.

2. Se ¢ € K com ¢ < s, entao existe z € X com ¢ < x.
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Proposigao 6.8. Podemos trocar a sequnda condi¢ao da defini¢do de supremo
do conjunto X por:

Ve>0dx e X : 2 >s—¢

Demonstracdo. Seja s o supremo de X pela definicao usual. Dado € > 0, sabe-
mos que s — € < s, logo existe x € X com s — e < z pela definicao equivalente
acima.

Supondo que s seja cota superiorde X eVe >0dz € X : x >s—¢. Secé
uma, cota superior de X com ¢ < s, temos s — ¢ > 0. Tomando ¢ = s — ¢ > 0,
existe x € X tal que x > s —e = s — (s — ¢) = ¢, logo ¢ ndo é cota superior
(contradigao). Logo se ¢ é uma cota superior de X, temos s < ¢. Logo s é a
menor cota superior. Logo s é um supremo de X. O

Observagdo 6.4. Vou usar a segunda condi¢do que for mais conveniente na si-
tuacao.

Proposigao 6.9. O supremo de um conjunto X C K, quando existir, € unico.

Demonstra¢do. Suponha que sg, s1 € K sejam supremos do conjunto X. Temos
que ambos s@o cotas superiores para X (condi¢do 1). Da condigdo 2, obtemos
s < s1e 8 < sg, logo sp = s1. O

Definigao 6.11 (sup X). Quando existir o supremo de um conjunto X C K,
escreveremos sup X .

Defini¢ao 6.12 (Corpo Completo). Um corpo ordernao K é completo se todo
subconjunto nao-vazio X C K , limitado superiormente, possui supremo em K.

Axioma 13. FExiste um corpo ordenado completo, denotado por R.

6.2 Sequéncias e Séries de Niimeros Reais
6.2.1 Sequéncias

Definigao 6.13 (Sequéncia). Uma sequéncia é uma fungéo z : N — K, onde
K é um conjunto qualquer nao-vazio. Nos importaremos aqui com K = R.

Defini¢ao 6.14 (z,). Dada uma sequéncia z : N — K, Utilizaremos a notagao
x, = x(n) para todo n € N. O termo z, é chamado termo de ordem n, ou
n—ésimo termo da sequéncia.

Definicao 6.15 ((x,)). Dada uma sequéncia = : N — K, serd 1til representar
ela como (z1, 22, ) ou (x,) ou (Tn)nen-

Definicao 6.16 (Dois a dois Distintos). Quando a sequéncia (x,,) é injetiva,
isto é, m #n = x,, # x,, dizemos que (x,) é uma sequéncia de termos dois
a dois distintos.
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Definigao 6.17 (Sequéncia Limitada Inferiormente). A sequéncia (z,,) é limi-
tada inferiormente quando x (N) é limitado inferiormente. Ou seja: Existe ¢ € R
VneN : x, >c

Definigao 6.18 (Sequéncia Limitada Superiormente). A sequéncia (z,) é li-
mitada superiormente quando x (N) é limitado superiormente. Ou seja: Existe
ceRVneN: z, <c

Definigao 6.19 (Sequéncia Limitada ). A sequéncia (x,) ¢ limitada quando
é limitada superiormente e inferiormente. Ou seja: Existem a,b € R tal que
VneN:a<ux, <b

Proposicao 6.10. Uma sequéncia (x,,) € limitada se, e somente se, existe c € R
comc>0eVneN:|z,| <c.

Demonstragao. Se (x,) é limitada, existem a,b € R tal que Vn € N a <
Z, < b. Tomando ¢ = max{|al,|b|}. Temos —c < —|a| < aeb < |b| < ¢,
daiVn € N—¢ < a < x, < b < ¢ que implica Vn € N : |z,| < ¢. Se
Yn €N : |z, <c¢ temos Vn € N : —c < zny < ¢. Dal tomamos a = —c e
b=c. O

Proposicao 6.11. (x,) € limitada, se e somente se, (|x,|) € limitada.

Demonstragao.
(r5,) é limitada <= Yn e N:|z,| <c <= VYn e N:|lz,|| <c¢ < (|z,]) é limitada

O

Definigao 6.20 (Subsequéncia). Dada uma sequéncia z : N — R, uma sub-
segéncia é uma composicao z o ¢ : N — R, onde ¢ : N — N é uma fungao
estritamente crescente. Denotaremos por (2g(y))-

Proposicao 6.12. Uma sequéncia (z,) € limitada se, e somente se, qualquer
subsequéncia (T (n)) € limitada.

Demonstragdo. Se (r,) ¢é limitada. Seja (x4(,)) uma subsequéncia. Existe c € R
tal que Vn € N : |z,| <c. Daf ¢(n) €N = |z40,)| < c.

Se qualquer subsequéncia (z4(,,)) ¢ limitada, tomando ¢ : N — N com ¢(n) =
n, temos (2,,) = (T¢(n)), logo (z,) é limitada, pois (74(,)) ¢ limitada. O

Definigao 6.21 (Sequéncia estritamente crescente). Uma sequéncia (x,,) é es-
tritamente crescente se Vn € N : z,11 > x,,.

Defini¢ao 6.22 (Sequéncia crescente). Uma sequéncia (x,,) é crescente se Vn €
N : zp41 > zp.

Proposicao 6.13. Uma sequéncia € estritamente crescente se, e somente se,
Ym,neN:m>n = x,, > x,.
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Demonstrag¢ao. Supondo (x,) crescente. Logo Vn € N : x,11 > z,,. Seja X =
{peN|VneN : x4, >x,}. Temos 1 € X, pois (x,) é crescente. Supondo
m € X. LogoVn € N : z,4p > z,. Tomando n € N qualquer, temos
Tntm+1 = Tlntm)+1 > Tntm > Tn = Tntm+1 > Tn. Logo m+1 € X. Logo
X =N. Se m > n, temos m =n +p, com p € N, logo &, = Tp1p > Tp.
Supondo Vm,n € N : m >n = xz,, > x,. TemosVn € N : n+1 >
n = Xnpq1 > Tpn. Logo (x,) é crescente. O

Definigao 6.23 (Sequéncia estritamente decrescente). Uma sequéncia (z,,) é
estritamente decrescente se Vn € N @ x,41 < .

Definicao 6.24 (Sequéncia decrescente). Uma sequéncia (z,,) é decrescente se
VneN : x,41 <@y

Proposicao 6.14. Uma sequéncia € estritamente decrescente se, e somente se,
Ym,neN:m>n = x,, < x,.

Demonstrag¢ao. Supondo (x,) decrescente. Logo Vn € N : z,41 < x,. Seja
X ={peN|VneN: z,4p <z,}. Temos 1 € X, pois (z,) é decrescente.
Supondo m € X. Logo Vn € N : x4, < ,. Tomando n € N qualquer, temos
Tontmt+l = Tlngm)+1 < Tntm < Tn = Tpym+1 < Tn. Logo m +1 € X. Logo
X =N. Se m > n, temos m =n+p, com p € N, 10go &, = Trqp < Tn.
Supondo Vm,n € N : m >n — x,, < ©,. TemosVn e N : n+1 >
n = Tnpy1 < Tn. Logo (z,) é decrescente. O

Definigao 6.25 (Sequéncia mondtoma). Uma sequéncia (z,,) é mondtoma se é
crescente ou decrescente.

Proposicao 6.15. Uma sequéncia mondtoma (x,) € limitada superiormente
ou inferiormente.

Demonstragdo. Se (x,) é mondtoma, ela é crescente ou decrescente. Se (z,)
é crescente, temos n > 1 para todo n € N, logo z,, > 1, logo x, é limitada
inferiormente. Se (z,) é decrescente, temos x,, < x; para todo n € N. Logo
(z5,) é limitada superiormente. O

Proposicao 6.16. Uma sequéncia mondtoma (x,,) € limitada se, e somente se,
existe uma subsequéncia (xy(,)) limitada.

Demonstragdo. Se (x,,) é limitada, qualquer subsequéncia (24(,)) sera limitada,
em particular a subsequéncia ¢ : N — N com ¢(n) = n é limitada. Se existe
uma subsequéncia (24(,)) limitada, temos ¥n € N : |z4(,)| < ¢ para algum
¢ € R. Se (x,) é crescente, temos (z,) limitada inferiormente por x;. Dado
n € N, temos ¢(n) > n, logo 71 < 2, < 24(,) < ¢. Logo (z,,) ¢ limitada. Se
(zy,) é decrescente, temos () limitada superiormente pode z1 e de ¢(n) > n,
obtemos —c < x4,y < ,, < 21, logo (z,,) € limitada. O
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6.2.2 Limite de uma sequéncia

Definigao 6.26 (Limite de Sequéncia). Dizemos que a € R é limite da sequéncia
(z,) se para cada € € R com € > 0, existe ng € N (que depende de €) tal que
|z, — a] < € sempre que n € N com n > ng. Ou:

Ve>03ngeNVneN:n>ng = |z, —a|<e¢

Observagio 6.5. Quando existir um limite da sequéncia (z,), diremos que (z,)
converge ou é convergente. Além disso, se a € R for limite de (z,,), diremos que
(z,,) tende a a. Quando o limite ndo existir para nenhum a € R, diremos que a
sequéncia é divergente.

Proposicao 6.17. O limite de uma sequéncia (x,,), quando existir, é dnico.

Demonstrag¢ao. Suponha que a sequéncia (x,) tenha como limites os nimeros
a,b e R coma#b. Dal [a—b| #0 = |a—b| > 0. Tomando € = |a — b|,

-b

IngeN:VneNn>ny = |xnfa|<%

o — 9]

InieN:VneN:n>n = |xn—b|<T
Tomando n = max{ng, n1} + 1, temos n3 > ng e ng > nq, logo |a —b| = |a +

a—>bl Ja—0>

Ty — Ty —b| < la—xp|+ |z, —b| < | 5 |—|—| 5 | =la—b] = |a—b| < |a—b|.
Contradicao. O

Definigao 6.27 (lim x,,). Quando o limite da sequéncia (z,,) existir e for a € R,
denotaremos por a = lim z,,.

Proposicao 6.18. Temos limx, = a se, e somente se, para todo € > 0, o
conjunto N —x7((a — g,a + €)) € finito.

Demonstracdo. Se limx,, = a, dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng =
|z, —al <e < z, € (a—ca+e) < n €z ((a—¢ea+e)). Logo
ne€N-zYa-¢ca+e) = neg€arl(a—cga+e) = n<mng.
Como o conjunto N — 27 ((a — &,a + €)) é limitado, temos que ele é finito.
Se o conjunto X = N — z7((a — €,a + ¢€)) é finito para todo ¢ > 0, entdo é
limitado. Logo existe um maior elemento ny € X. Se n > ng, temos n ¢ X,
logon € 2 ((a—¢e,a+¢)) < =z, € (a—¢,a+¢e) & |r, —a| <e. Logo
lim z,, = a. O

Proposicao 6.19. Se limz,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge
para a.

Demonstracdo. Sejalimz, = ae ¢ : N = N uma funcao crescente. Dado € > 0,
existe ng € N tal que n > ng = |z, —a| < e. Temos ¢(n) > n > ng, logo
|4y — al < e. Logo limzy,) = a. O
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Proposicao 6.20. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragio. Se (x,) é convergente com limz, = a € R. Existe ng € N
tal que n > ng = |z, —a] < 1. Daf tomando ¢ = max{|z; — a|, |z —

al, -+ ,|zn, —al,1}. Dado n € N, temos que ou n > ng ou n < ng. Se
n > ng, temos |z, —al <1 <¢ = a—c<z, <a+c Sen < ng, temos
|2p —al| <¢c = a—c<uz, <a+c Logo (z,) é limitada. O

Teorema 7. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstrag¢do. Suponha (z,) uma sequéncia mondtoma limitada. Logo (z,) é
crescente ou decrescente. Supondo que (x,) seja crescente. Temos de (x,,) ser
limitada que X = {z,, | n € N} é limitado e néo vazio. Logo existe s = sup X.
Temos que Ve > 03z € X : 2 > s — ¢, logo existe ng € N tal que z,, >
S—E &= Zp,— 8> —€ < S$—Ip, <e. Como (x,) é crescente, temos
m>nygy = Ty > Tpy, <= §— Ty < 8§ —Tp, < €. Como s é cota superior,
temos para todo n € N que s —z,, > 0 > —e. Logo existe ng € N tal que
m>ng = —€<8— &y <& < |s—an| <e, logo limz, = s.

Se (x,) é decrescente, tomando X = {z,, |n € N}, temos que Ve > 03ng €
N : 2p, >Inf X +¢. Temos m > ng = xp < &y, <= Ty —Iinf X <z, —
infX <eg, logom>ny = <0<z, —infX <e < |z, —inf X|<e.
Logo lim(x,,) = inf X. O

6.2.3 Propriedades aritméticas dos limites
6.2.4 Subsequéncias

Proposicao 6.21. Seja (z,) € uma sequéncia em R. Temos que a € limite de
alguma subsequéncia de (x,,) se, e somente se, v~ ((a—¢e,a+¢)) € infinito para
todo € > 0.

Proposicao 6.22. Toda sequéncia (x,) possui uma subsequéncia mondtoma.

Demonstragao. Dizemos que a sequéncia (z,) é eventualmente crescente se
existe uma subsequéncia ¢ : N — N tal que ($¢(n)) é crescente. Se a sequéncia
(w,,) for eventualmente crescente, temos que a sequéncia (z4(,)) ¢ uma sub-
sequéncia mondtoma. Supondo que a sequéncia (x,) nao é eventualmente
crescente. Para todo k € N, a subsequéncia (z,4r) ndo é crescente. De-
finindo ¢ : N — N, com ¢(1) = 1 e, supondo ¢(n) definida, temos que a
sequéncia (2,4(n)) Nao é crescente, logo existe p,qg € Ntal que n+p >n+qe
Tn+p < Tntq 0
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Demonstracdo. Como A, B sao limitados, entao existe sup A e sup B. Dado
(a,b) € Ax B, temos0 < a <supAe0 <b<supB,logo0 < ab < supA-sup B,
logo sup Asup B é uma cota superior para C = {ab|(a,b) € A x B}. Portanto
C é limitado. Além disso sup C < sup A - sup B.

Seja (Tn)neny uma sequéncia em A com limz, = supA e (Yn)neny uma
sequéncia em B com limy, = sup B, temos (z,, - Yn)nen uma sequéncia em
C com limx,, - y, = sup Asup B. Logo sup A -sup B < sup C.

Como sup Asup B < sup C esup C < sup Asup B, temos sup C' = sup Asup B.

O

Proposicao 6.24. Sejam A, B C RT—{0} limitados, entdo C = {ab| (a,b) € A x B}
€ limitado e sup C = sup A X sup B.

Demonstra¢ao. Exercicio. O

7 Geometria Analitica

8 Algebra Linear

8.1 Posto

Proposigao 8.1. Seja A uma matriz m X n.
rank A = rank AAT = rank AT A

Demonstragio. Se z € Null(A), temos Az = 0 = AT(Az) = AT .0 =
(ATA)z =0 = x € Null(ATA). Se 2 € Null(AT A), temos (ATA)x =0 =
2T (ATA)zr =0 = (2TAT)(Az) =0 = (A2)T(A2) =0 = Ar =0 =
x € Null(A). Logo Null(A) = Null(AT A). Pelo Teorema do posto e da unidade,
temos que rank A + Null A = m e que rank ATA + Null A = O

9 Analise no R"

9.1 Topologia do Espaco Euclidiano
9.1.1 O espago vetorial R”
9.1.2 Meétrica, Produto interno e norma

Defini¢ao 9.1 (Métrica). Dado um espago vetorial E sobre um corpo K, uma
métrica é uma funcao d : E x E — R, que satisfaz para todos a,b€ F e A € K:

1. d(a,b) >0
2. d(a,b) =0 <= a=b
3. d(a,b) =d(b,a)
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4. d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)

Definicao 9.2 (Norma). Dado um espago vetorial E sobre um corpo K, uma
norma é uma fungéo || - || : E — R, que satisfaz para todos z,y € E e A € K:

L |lz|=0 = =0
2. [|Azf] = AL - ]
3. [l +yll < ll=ll + llyll
Proposicao 9.1. Dada uma norma || - || : E — R, temos:

] =0 <= =0

Demonstrag¢io. Temos ||z|| = 0 = x = 0 por definicdo. Basta mostrar que

10]} = 0 Temos [|0]} = [|0 - Off = [0] - |0} = 0 - [|0]} = 0. O

Proposicao 9.2. Dada uma norma || - || : E — R, temos para todo x € E:
[zl >0

Demonstragio. Temos para todo z,y € E que ||z +y| < ||z| + ||y||. Tomando
y = —x, temos ||z — x| < |[zf| + || —zl| <= [0 <[lzll+]=1]-[z]| <= 0<

2]l + [lz]| <= 2[]z]| 2 0 < [lz]| = 0. O
Proposicao 9.3. Dada uma norma || || : E = R, a fun¢do d : E x E — R,
d(a,b) = ||a — b|| é uma métrica.

Demonstragao. Para todo a,b,c € F, temos:
e d(a,b) =|a—0b|>0.
¢ d(a,b) =0 <= |a—b|=0 <= a—b=0 < a=0b.
e d(a,b)=|a—b|=|b—a|l =d(b,a)
e dla,b)y=|la=bl=la—c+c—b|<l|a—c|+]|c—0b =d(a,c)+d(cb).
O

Definicao 9.3 (Métrica proveniente da norma). Dada uma norma ||-|| : B — R,
afuncio d: Ex E — R, d(a,b) = ||a — b|| é chamada de métrica proveniente da
norma.

Proposicao 9.4. Num espaco vetorial E, uma métrica d € proveniente de uma
norma, se e somente se, para quaisquer ,y,a € E e A € K, tem-se d(x+a,y+
a) =d(z,y) edX -z, A y) = |A|-d(z,y).
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Demonstra¢do. Se d provém de uma métrica, para z,y,a € E e A € K, temos
dx+a,y+a) = |(z+a)=(y+a)l =lz—yll =dazy)edr z y) =
Az =Xyl =[x @@=yl =Ml llz—yll = [Al- d(z,y).

Supondo d uma métrica qualquer com d(z+a, y+a) = d(z,y) e d(A-z, A-y) =
[A| - d(z,y). Definindo || - || : E — R, com ||z|| = d(z,0). De fato, || - || ¢ uma
norma, pois:

1. |z =0 <= d(2,0) =0 < x=0.
2. Azl =dX-x,0) =dA-z,A-0) = |\ - d(z,0) = |A] - ||z

3. ||z +yll = d(z +,0) < d(z +y,y) + d(y,0) = d(z,0) + d(y,0) = ||z[| +
Iyl = llz+yll < [l<]l + [lyll

Logo | - || é uma norma que induz d. O
Proposigao 9.5.
ezl =Nyl < lle =yl

Demonstragao. Temos |z]| = [z —y +yl| < |z —yl + |yl = [z — lly] <
[ =yl Além disso ||y[| < |ly — zf| + [|z]| = [l =yl + [« = [lyll = ll=[| <
e —yll = —llz—yl <zl — llyll.

Como —[lz —yl| < lzl| — [lyll < [lz = yll, temos [[lz]| = |lyll] < lz]| — [ly]l- .

Definigao 9.4 (Normas equivalentes). Duas normas || - ||1,] - |2 : E — R sdo
equivalentes se existirem Cp,Cs > 0 tal que

Cr-lzlls < lzfl2 < C2 - [|zlx

Proposigao 9.6. Se um espaco normado E tiver dimensdo finita, entao todas
as suas normas sdo equivalentes.

9.1.3 Ntumeros complexos
9.1.4 Bolas e conjuntos limitados
9.1.5 Sequéncias no espago euclidiano

Teorema 8. Uma sequéncia (ri) € R™ converge para o ponto a = (a1,---ay)
se, e somente se, para cada v =1,2,--- ,n, tem-se limxy; = a;.

Demonstragao. Tomando a norma do méaximo e supondo limx, = a. Dado
€ > 0, existe kg € N tal que k > kg = |2y — a| < e. Para todo i € I, temos
kE>ky = |xg —ai| <|xg —al <e, logo imzy; = a;.

Supondo limxy; = a; para todo ¢ € I,,. Dado € > 0, existe para todo
i € I, um k; € N tal que k > k;, = |zi; — a;] < . Tomando kg =
max{ky, ko, -+ ,kn}. Temos k > ky = rlrés}x|w;ﬂ — a;| = |zg — a| < e.Logo

limz, =a O
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9.1.6 Pontos de acumulagao
9.1.7 Aplicagoes continuas
9.1.8 Homeomorfismos
9.1.9 Limites

Proposigao 9.7. Seja a um ponto de acumulacao do conjunto X C R™. Dada

a aplicagcao f : X — R™, cujas funcdes coordenadas sao fi, -, fn : X = R,
tem-se lim f(xz) = b= (b1, -+ ,by,) se, e somente se, lim f;(z) = b; para cada
. I T—a T—a

iel,.

Demonstrag¢do. Tomando a norma do méximo e supondo lim f(z) = b. Dado
Tr—a

€>0,existed >0talqueVe € X : |[z—a| <0 = |fl(x)—bl| <|f(x)-bl <e
para todo ¢ € I,,. logo liin fi(x) = b; para todo i € T,,.
xT a

Supondo lim f(z) = b; para todo ¢ € I,,. Dado ¢ > 0, existe para todo
r—a

i€l,umd; >0tal que Ve € X : |z —a| < d; = |fi(z) — b;| < e. Tomando
0 = min{dy,d2, -+ ,0,}. TemosVr € X : [z —a|] < = m;%x\fi(z) —b;| =
[ASY Y

|f(z) —b] <e. Logo Tling(a:):b. O

9.1.10 Conjuntos abertos
9.1.11 Conjuntos fechados
9.1.12 Conjuntos compactos

Definigao 9.5 (Conjunto Compacto). Um conjunto X C R™ é compacto <=
¢ fechado e limitado.

Proposicao 9.8. Um conjunto X C R™ € compacto < toda sequéncia ()
em X possui uma subsequéncia convergente com limite em X.

Demonstrag¢ao. Supondo X C R™ compacto. Seja (x,) uma sequéncia em X.
Como X ¢ limitado, (z,,) admite uma subsequéncia (z4(,)) convergente. Como
X é fechado, temos que limzg(,) =z € X.

Tomando a contrapositiva, suponha que X nao seja compacto. Logo X nao é
fechado ou ndo é limitado. Se X ndo é fechado, existe um 2 € X\ X. Logo existe
uma sequéncia (z,) € X com limx, = z. Qualquer subequéncia ¢ : N — N
de (z,,) terd limzy(,) = 2. Logo existe uma sequéncia (z,) tal que nenhuma
subsequéncia (z4(,)) tenha limite € X. Suponha que X nao seja limitado,
logo para todo ¢, existe x € X tal que |z| > e. Daf tomando z,, € X tal que
|xn| > m, temos que a sequéncia ndao admite valores de aderéncia. Logo nao
existe subsequéncia convergente.

O

Lema 18. Seja (z,) uma sequéncia com limz, = a € R". O conjunto Y =
z (N)U{a} é compacto.
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Demonstracdo. Sejab € R™—Y. Temos que b # lim x,, = a, logo existe um e > 0
tal que B(b,e) N (N) é finito. Tomando I = z~! (B(b,e) N (N)). Tomando
0= Izne}1|b — x;| < e. Temos § > 0, pois se § = 0, terfamos para algum i € T
que b —x;] =0 = b=ux; € (N). Além disso, B(b,d) Nz (N) = 0, pois se
z, € B(b,0) = =z, € B(b,e) = n €l com |z, —b <minl|b— ;| =4,
contradi¢ao. Logo existe & > 0 tal que B(b,d) C R™ — Y, logo Y é fechado. O
conjunto Y é limitado, pois toda sequéncia convergente ¢é limitada e a uniao de
dois conjuntos limitados é limitada. O

Proposigcao 9.9. Se f: X — R™ € continua em todo compacto Y C X, entao
f € continua em X.

Demonstragao. Se f é continua em X, entdo a restricdo f|y é continua para
todo Y C X, sendo compacto ou nao.

Se f: X — R™ é continua em todo compacto Y C X. Dado a € X qualquer.
Seja (x,,) uma sequéncia em X com lim z, = a. Seja o conjunto Y = z (N)U{a}
compacto, logo f|y é continua. Logo lim f(z,) = lim f|y (z,) = fly (limz,) =
fly(a) = f(a). Logo f é continua. O
9.1.13 Distancia entre dois conjuntos; diametro

9.1.14 Conexidade

9.1.15 A norma de uma transformacgao linear
9.2 Caminhos no Espacgo Euclidiano
9.2.1 Caminhos diferenciaveis

Defini¢cao 9.6 (Caminho). Um caminho é uma aplicagdo f : I — R™, onde
I C R é um intervalo.

Definicao 9.7 (Fungoes coordenadas). Se f = (f1,---, fn) é um caminho, as
n funcoes f; : I — R sdo chamadas de fungoes coordenadas de f.

Definigao 9.8. O vetor velocidade do caminho f : I — R no ponto a € I é
por defini¢ao, o limite
fla+t) = f(a)

0
& (@) = Df(a) = f'(a) = iy TOFD I,

quando ele existir.

Definigao 9.9. Quando a velocidade de um caminho f : I — R no ponto a € I
existir, a norma |f’(a)| é a velocidade escalar de f no ponto a.

Definigao 9.10. Quando a velocidade de um caminho f : I — R no ponto
a € I existir, dizemos que f é diferencidvel em a. Se f for diferenciavel em todo
a € I, dizemos que f é diferenciavel.
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Proposicao 9.10. A funcio f = (f1,---,fn) : I — R™ € diferencidvel em
a € I se, e somente se, f; : I — R € diferencidvel em a para todo i € I,. E

f'(a) = (fila),-- - fr(a)).

Demonstragao. Se f = (f1,---, fn) é diferencidvel em a € I, entdo o limite
t _
f'(a) = lim flatt) = fla) existe. Temos:
t—0 t
oy flatt) — fa)
fila) = lim t
— lim fila+1t) — fi(a)
t=0 t 1<i<n
- (g o=t
t—0 t 1<i<n

= (fila),--, fula))

t —
Logo pela proposicao 9.7, o limite lim M

t—0 t
se, lim —fi(a +1) — f(a)
t—0 t

existe se, e somente
existe para todo i € I,,. O

Proposigao 9.11. Um caminho f : I — R™ € diferencidvel em a € I se, e
somente se, existe um vetor v € R™ e uma fung¢ao r : R — R™ (resto) tal que
para a+t € I se tenha

fla+t)— f(a) =t-v+r(t), onde }%@ =0.

Além disso, temos f'(a) = v.

Demonstragdo. Se f : I — R™ é diferencidvel em a € I, tomando v = f'(a) e
definindo r : R — R™ por

r(t) = fla+t)—fla)—t-f'(a), t#0Aa+tel
o, t=0Va+tgl’
Set =0, temos f(a+t)—f(a) = t-v+r(t), pois 0 = f(a)— f(a) =0- U—i—r(O) =
Dado t € R\ {0} tal que a+t € I, temos r(t) = f(a+t) — f(a) —t- f'(a) =
fla+t)— fla) =t f'(a) + r(t). Como }%M f'(a), dado
e > 0, existe § > 0 tal que 0 < |t| < 6 com a +t € I implica em T(t—t)

V@+®ﬂ@
t

— f'(a)] <e. Logose 0 < |t| < 0, temosa+te€Toua+t¢&lI.

r(t)

- <e. Sea+t &I, temos r(t) =0 < e. Em ambos os

t
< ¢. Logo lim & =0.
t—0 ¢t

Se a+tel, temos

r(t)

casos, temos
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Se existe um vetor v € R™ e uma fungao r : R — R"” tal que para a +t € I

r(t)

se tenha f(a +1t) — f(a) =t-v+r(t) onde }in(l) - = 0. Temos
—

Hot)=fa) _, (flatt=f@),, )
t

lim
t—0 t t—0

= lim @ + lim v
t—0 ¢ t—0

Logo f é diferencidvel em a € I e f'(a) = v.
O

Proposicao 9.12. Um caminho f : I — R™ é diferencidvel em a € I se, e
somente se, existe um vetor v € R™ e uma fungao p : R — R™ (resto) tal que
para a+t € I se tenha

fla+t)— fla)=t-[v+p(t)], onde }%p(t) =0.

Além disso, temos f'(a) = v.

r® 42
Demonstragao. Basta tomar p(t) = t
0 ,t=0
na proposicao anterior. Se existe um vetor v € R"™ e uma funcao p : R — R” tal

que para a +t € I se tenha
fla+ 1)~ fa)=t-[v+ p(t)], onde lim p(r) = 0.

, onde r é a funcao definida

Tomando 7 : R — R™ dada por r(t) = p(t) - t, temos
o r(t)
fla+1t) — f(a) =tv+r(t), onde lim —= = 0.
t—0 ¢
Logo f é diferenciavel e v = f/(a). O
9.2.2 Exercicios

Ezercicio 9.2.1. Seja f : I — R™ um caminho diferenciavel. Se a € I é ponto
de acumulagio do conjunto f~1(v), para algum v € R™, entdo f’(a) = 0.

Demonstragao. ]
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9.2.3 Integral de um caminho
9.2.4 Os teoremas classicos do Calculo

Lema 19. Seja f: I — R"™ diferencidvel no ponto ¢ € I. Dadas sequéncias de
numeros ax # by em I, com ap < ¢ < bg e limag = limbg = ¢, tem-se

 f(be) — f(ax)

o

f'(c) = lim —

Demonstragio. SejaY = {k € N|ay =cVb,=c}. Se X1 ={k e N]a, =c}
e Xo ={k € N|b; = ¢}, temos Y = X; U X,. Daif temos Y infinito se, e
somente se, X1 ou X5 sao infinitos. Se X é infinito, tomando uma subsequéncia
¢ : N — X1, temos

Fbowy) = flagw) _ i Jbgry) — f(c)
by (k) — Ao k) bo(ky — ¢

lim = f'(c).

O caso X5 infinito é andlogo. Se Y é finito, podemos supor k£ maior que max Y.
Supondo a < ¢ < bg. Temos para k € N:

for) — flar) — flbr) — f() . f(c) = flag)

b — a by, — ag by, — ax
_f(bk)_f(c)+f(c)_f(ak)
bk—ak bk_afk
_ fk) = fle) ([ b—c fle) = flak) ([ c—ay
bk—C bk—ak C— Qg bk—ak
_ flbk) = fle) (br—ar+ar—c fle) = flax) [ c—ay
bkfc bk.fak C — Qg bkfak
~ f(bk) = f(e) | C-ak fle) = flag) ([ c—ay
— J R ST _ + .
bk—c bk—ak C — ag bk—ak
Tomandotkfbc;a temos c< by = O0<c—ap <b,—a, = 0<
k — Qk
;7% <1 = 0<t < 1. Como (t) é limitada, existe uma subsequéncia
k — Qk

convergente. Passando a subsequéncias se t = lim t;, obtemos:

lim f“’ZZ Sa ™ { bk ~c (1 - bck__(:k) i f(ci:’;zak) ' (bck_—zkkﬂ
=f(c)- (L =t)+ f(c) -t
= f(c)
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Lema 20. Sejam f : [a,b] = R™ e ¢ : [a,b] = R continuas e diferencidveis em
[a,b]. Se |f'(t)] < ¢'(t) e ¢'(t) > 0 para todo t € [a,b], entao |f(D) — f(a)] <
¢ (b) — o(a).

Demonstrag¢ao. Supondo f, ¢ diferencidveis em [a,b], suponha por contradigao
que |f(b) — f(a)] > ¢(b) — ¢(a). Logo existe A > 0 tal que |f(b) — f(a)| >
A-[¢p(b) — ¢(a)] Dividindo o intervalo [a, b] em 2 intervalos iguais [a, b] = [a, c] U
[c,]. Se [f(c) = f(a)| < A[g(c) — d(a)] e | f(b) = f(c)] < A-[¢(b) — &(c)], temos
|f(0) = fa)| < [f(b) = f(O) + |f(c) = fla)] < A [¢(b) — ¢(a)], logo podemos
tomar [ag,bs] C [a,b] tal que |f(b2) — f(az)| > ¢(b2 ) ¢(az). Aplicando esse

processo, obtemos uma sequéncia [a,b] D [ag,b2] D -+ D [ag,bx] D --- tal que
limay =limb, = c € [a,b] e | f(br) — f(ar)| > &(br) — ¢( k). Pelo lema passado:
1o — i 1 (k) = flar)]
()] =t LS
> lim A - [¢(bk) — P(a)]
bk — ag
_ A iy 900k) — é(ar)]
bk — ag
—4-6(0)
> ¢/(c)
Contradi¢do, pois |f'(c)| < ¢'(c). Logo devemos ter |f(b) — f(a)| < ¢(b) —
o(a). O

Lema 21. Sejam f : [a,b] = R™ e ¢ : [a,b] — R continuas em [a,b] e dife-
rencidveis em (a,b). Se |f'(t)] < ¢'(t) e ¢'(t) > 0 para todo t € (a,b), entdo

|f(0) = f(a)] < &(b) — ¢(a).

Demonstrag¢ao. Usando o lema anterior, temos que |f(c) — f(d)] < ¢(c) — ¢(d)
para todo [¢,d] C (a,b). Fazendo ¢ — a e di — b, temos da continuidade de f

e ¢ que [f(b) — f(a)| = lim | f(dx) — f(cr)| < lim[p(dx) — ¢(ck)] = ¢(b) — ¢(a)[j

Teorema 9. Seja f : [a,b] = R™ um caminho continuo, diferencidvel no aberto
(a,b). Se |f'(t)| < M para todo t € (a,b), entdo |f(b) — f(a)| < M - (b—a).

Demonstracao. O

Demonstragio. Se M > 0, basta tomar ¢ : [a,b] = R como ¢(t) = M -t. Temos
P < M = (1) e ¢/(t) = M >0, logo |£(5)—f(a)] < 6(b)—(a) = M-(b—a).

Se M = 0, temos |f'(t)] <0 = |f'(t)] = 0 para todo t € (a,b). Logo
fi(t) = 0 para todo i € I,. Pelo TVM real, existe t; € (a,b) tal que f;(b) —

fila) = fi(t:)(b —a) = 0. Logo |f(b) — f(a)| =0 =0(b—a) L
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9.2.5 Caminhos retificaveis

9.2.6 O comprimento de arco como parametro
9.2.7 Curvatura e torcao

9.2.8 A funcgao-angulo

9.3 Funcoes Reais de n Variaveis

9.3.1 Derivadas parciais

Definigao 9.11. Dada uma funcgao f : U — R, onde U C R™ é um aberto.
Dado o ponto a € U, a i-ésima derivada parcial de f em a é o limite

0 t-e;) —
O g L) = f@)

axi t—0 t

0 f(a)

quando ele existir.

9.3.2 Derivadas direcionais

Definigao 9.12. Dada uma funcao f : U — R, onde U C R™ é um aberto.
Dado o ponto a € U e v € R , a derivada direcional de f em a segundo v, é o

limite
 fla+tv) ~ f(a)
ov t—0 t

)
quando ele existir.

Observagao 9.1. Fica claro que as derivadas parciais sao derivadas dericionais
tomando v = e;.

Proposigao 9.13. Dada uma funcao f : U — R, onde U C R™ € um aberto.

Dado o ponto a+c-veU ev € R” , —=(a+ c-v) existe se, e somente se, a
v

derivada da funcdo h = foX: A\"H(U) — R™ existir em ¢, onde A\ : R — R" ¢

dada por A\(t) = a+t-v. Quando afirmativo, ambos os valores sdo iguais.

Demonstragiao. Como h(t) = foA(t) = f(a+t-v), temos h(c) = f(a+c-v).

Logo

g(a—i—cw) i Llet(ert)v) = flater )
v t—0 t
— lim h(c+1t) — h(c)
t—0 t
=h(c)
Logo os limites sao iguais. O
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Teorema 10 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U — R definida no aberto

UcCR" Sela,a+v] CU e flla,a+ v] € continua e g(a) existe para todo
v
of

z € (a,a +v). Entao existe ¢ € (0,1) tal que f(a+v) — f(a) = %(a—i—ﬁv)..

Demonstragao. Definindo h : [0,1] — R dada por h(t) = f(a + tv). Temos h
continua em [0, 1], pois é composicao de fungoes continuas. Além disso, ela é
diferencidvel em (0,1), pela proposigad anterior. Pelo TVM de fungdes reais,

existe 0 € (0,1) tal que h(1) — h(0) = h'(#), logo f(a+v) — f(a) = g—i(a +6-
v).
Proposigao 9.14. Seja U C R™ aberto e conexo. Se f: U — R possui deriva-

0
das direcionats em todo ponto v € U e a—f(x) = 0 para todo v € R™, entao f €
v

constante.

Demonstracao. O

9.3.3 Funcgoes diferenciaveis

Definigao 9.13. A fungao f : U — R, com U C R", é dita diferencidvel em

a € U se existirem constantes Ay, -+, A, e uma funcdo r : R™ — R"™ (resto) tal
que para a+v € U, com v = (g, -+ ,qy,) se tenha
- r(v)
fla+v)— fla) = Z;Ai ~a; +r(v), onde A%W =0.
=
Lema 22. Se f: U = R, com U C R" € diferencidvel em a € U , entdo / (a)

X

of

existe para todo i € I, e A; = %(a).
7

Demonstragdo. De fato, se f: U — R, com U C R™ é diferencidvel em a € U,
entao tomando v =t - ¢; com t # 0, temos

flat+t-e)—fla)=A;-t+r(t-e) <

fla+t-e)— fla) 7A_+7”(t~6i)
t - t

flatt-e)—fla) _ ,  r(t-e)
t ST eyl

r(t-e;)
|t . 61“

f (@) — i L0t 00 = f(@)

ZT; t—0 t

Dai obtemos

t—0
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Proposigao 9.15. A fungdo f : U — R, com U C R", € diferencidvel em a € U

se, e somente se, existirem —f(a),~-- ,ﬁ(a) e uma fungdo r : R" — R”
0x1 oz,
(resto) tal que para a+v € U, com v = (aq, -+ ,qy) se tenha
" of r(v)
flat+wv) = fla) = ; O, (a) - a; +1(v), onde glg(l)w = 0.

Demonstracao. Se f: U — R, com U C R™ é diferencidvel em a € U , entao
pelo lema anterior, temos que as derivadas parciais existem, e para a +v € U,
com v = (@, ,ap) temos

N 9f _or(v)
fla+v) = fla) = ;:1 oz, (a) - a; + r(v), onde 11}1;1}) ol 0.
. of
Reciprocamente, basta tomar A; = 3 (a). O
z;

of

0

e o produto é o produto interno usual.

r(v)

n

Observacgao 9.2. Observe que E 3
© T
=1

Lema 23. Ser:R™ — R com lim —* =0, entdo lim r(v) =0
v—0 |’U| v—0
Demonstragao.
lim r(v) = lim r(v) - ol
v—0 v—0 |’U|
= lim ) |v]
v—0 |’U|
= lim ) lim |v|
v—0 |’U| v—0
=0

O

Proposigao 9.16. Se f : U — R, com U C R" ¢ diferencidvel em a € U
entdo f € continua em a.
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Demonstragao.

lim f(z) = 3ii%f(a—|—v)

Tr—a

= lim [f(a+v) ~ f(a)] + f(a)
= lim [V/(a) - v +r(v)] + f(a)

= lim [Vf(a)-v+r)] +11}ig(l)f(a)

= f(a)

O
Proposigao 9.17. A fun¢do f : U — R, com U C R", € diferencidvel em a € U
se, e somente se, existirem constantes Ai,--- , A, e uma funcao p : R® — R”
(resto) tal que para a+v € U, com v = (a1, - ,ay,) se tenha

fla+v) — f(a) :Z;A«awp(v»lw, onde lim p(v) = 0.

r(v)

~ -7 U 7é 0
Demonstragdo. Basta tomar p(t) = { |v] .
0 ,0=20

Se existem constantes Aj,---, A, e uma fungdo p : R™ — R tal que para

a+t €I se tenha
fla+v) = fla) = Z}Ai ~ai + p(v) - |v], onde lim p(v) = 0.
Tomando 7 : R — R™ dada por r(t) = p(t) - t, temos.
v—=0 v

fla+v) = f(a) = zn:Ai'Oéi+T(U), onde lim @ =0.
i—1

Logo f é diferencidvel . O

Proposigao 9.18. Se f : U — R, com U C R" ¢ diferencidvel em a € U
entao [ admite derivadas direcionais sequndo qualquer vetor v = (aq,- -+ ,ay)

e vale
af "L of
5@ =L g, @
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Demonstracdo. Como U é aberto, podemos supor ¢ # 0 pequeno o suficiente
para a+t-v € U, logo da diferenciabilidade de a, temos

flatt) = @) =3 2Lt plt) ] ol =
i=1

oz, ca; £ p(t) - [v] =

ca; £ p(t) - v| =

o5

€T

Logo
of o flattw)—fla) . ~Of N9
%(“)_tﬂ%fﬁ%, Ox; ai £ p(t) - o] = ox;

i=1 i=1
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9.3.4 A diferencial de uma fungao

9.3.5 O gradiente de uma funcao diferenciavel
9.3.6 A Regra de Leibniz

9.3.7 O Teorema de Schwarz

9.3.8 Foérmula de Taylor: pontos criticos

9.3.9 O teorema da funcao implicita

9.3.10 Multiplicador de Lagrange

9.4 Integrais Curvilineas

9.4.1 Formas diferenciais de grau 1

9.4.2 Integral de Stieltjes

9.4.3 Integral de uma forma ao longo de um caminho
9.4.4 Justaposicao de caminhos: caminho inverso
9.4.5 Integral curvilinea de um campo de vetores e de uma fungao
9.4.6 Formas exatas e formas fechadas

9.4.7 Homotopia

9.4.8 Integrais curvilineas e homotopia

9.4.9 Cohomologia

9.4.10 A férmula de Kronecker

9.5 Aplicagoes Diferenciaveis

9.5.1 Diferenciabilidade de uma aplicagao

9.5.2 Exemplos de aplicagoes diferenciaveis

9.5.3 A regra da cadeia

9.5.4 A férmula de Taylor

9.5.5 A desigualdade do valor médio

9.5.6 Sequéncias de aplicacoes diferenciaveis
9.5.7 Aplicagoes fortemente diferenciaveis

9.5.8 O teorema da aplicacao inversa

Definicao 9.14 (L(R™,R™)).

LR™",R™)={T € F(R",R™) | T é linear}
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Definigao 9.15 (L(R")).
L(R") = L(R",R")
Definigao 9.16 (GL(R")).
GL(R™) = {T € L(R") | T é bijetiva}
Proposicao 9.19. GL(R"™) € aberto.

Demonstragao. Seja T € GL(R™. Logo T é invertivel (bijetiva). Tomando

1

Proposigao 9.20. f: GL(R") — GL(R"), dada for f(T) =T~' é continua.
Demonstracao. O

Proposigao 9.21. Seja f : GL(R") — GL(R"™), dada por f(T) = T~t. Temos
f diferencidvel.

Demonstragcdo. Temos

(T+H)(T+H) =1 <
T(T+H) '+ HT+H) =1 —
T(IT+H) '=I-HT+H ! <

(T+H) ' =T'(I-H(T+H)™")

Vou substituir (7'+ H)~! na equagao acima.

(T+H) ™ =T"'I-H(T+H™"
— T Y I—H[T'(I- H(T+H)™)])
=T (I - HT™'(I - H(T + H)™"))
=T Y- HT '+ HT 'H(T + H)™)

=T ' T 'HT '+ T 'HT'H(T + H)™!
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Se chamarmos Sp(H) = —T-'HT~!, temos

f(T+H)=(T+H)™!

=7 ' -7 'HT '+ T 'HT'H(T + H)™*

=f(T)+Sp(H)+ T *HT'H(T + H)™!

Afirmo que Sp(H) = Df(T)(H). De fato, St é linear (confia) e temos

AT+ H) - f(T)=Sr(H)| . |+T 'HT'H(T+ H)™'|
lim = lim
H=0 |H| H—0 |H|

=1, ST . -1
< i [TV T BT+ )
H=0 |H]|

= TR S ]|+ )Y

=0
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9.5.9

9.5.10
9.5.11
9.5.12
9.5.13
9.5.14
9.5.15

9.6

9.6.1
9.6.2
9.6.3
9.6.4
9.6.5
9.6.6

9.7
9.7.1
9.7.2
9.7.3
9.7.4
9.7.5
9.7.6
9.7.7
9.7.8
9.7.9
9.7.10

Aplicagao: o Lema de Morse
A forma local das imersoes
A forma local das submersoes
O teorema do posto
Superficies no espago euclidiano
Superficies orientaveis

O método dos multiplicadores de Lagrange

Integrais Miiltiplas

A definicao de integral

Conjuntos de medida nula
Caracterizacao das fungoes integraveis
A integral como limite de somas de Riemann
Integracao repetida

Mudanga de variaveis

Integrais de Superficie

Formas alternadas

Formas diferenciais

A diferencial exterior

Particoes da unidade

Aplicagoes da particao da unidade
Integrais de superficie

Superficies com bordo

O Teorema de Stokes

Grau de uma aplicagao

A integral de Kronecker

9.8 Organizar

9.9 Diferenciacao

9.10

Integracao

Definicao 9.17 (Retangulo). Um retangulo ou bloco é um produto cartesiano
m

A= H[ai,bi] CR™, com a; < b; parai € {1,2,--- ,m}.
i=1
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Definicao 9.18 (Particdo do intervalo). Uma particdo de um intervalo [a, b] C
R é uma sequéncia t1,tg, - ,tp coma =1t <ty <--- <t =0b.

Definicao 9.19 (Partigdo de um retangulo). Uma particao de um retéangulo
A C R™ é uma colecio P = (P, Py, - -+ P,,), onde P; é uma parti¢éo do intervalo
[as, b;] para todo i € {1,2,--- ,m}.

Definigao 9.20 (Subretdngulo de uma Partigao). Dada uma partigao P =
(P, Py, Py,) do retdngulo A C R", um subretangulo S de P é um retangulo

m
da forma S = H I, onde I; é um intervalo da partigao P;.
j=1

Definicao 9.21 (Refinamento de uma partigao). Dada uma particio P de um
retangulo A, dizemos que ) é um refinamento de P se todo subretangulo de @
esta contido em um subretangulo de P.

Definicao 9.22 (Medida Nula). Um conjunto A C R™ tem medida nula se
para todo € > 0, existe uma cobertura enumerével {U;},.; de A por retangulos
oo
fechados tal que Zv (U;) < e.
i=1
Definicao 9.23 (Conteido Nulo). Um conjunto A C R™ tem conteddo nulo
se para todo € > 0, existe uma cobertura finita {U;},., de A por retangulos
oo
fechados tal que Z v(U;) <e.
i=1
Proposigao 9.22. Se A tem conteido nulo, entdo A tem medida nula.

Demonstragdo. Se A tem conteido nulo, entdo dado €, existe uma cobertura
oo

finita {U;},., de A tal que Zv (U;) < e. Como todo conjunto finito é enu-
i=1

meravel, temos {U;},.; enumerdvel, logo A tem medida nula. O

Proposicao 9.23. Uma uniao enumerdvel de conjuntos com medida nula tem
medida nula.

Demonstragao. O

Proposigao 9.24. Se A é compacto e tem medida nula, entdo A tem conteido
nulo.

Demonstragao. O

9.10.1 Exercicios

Ezercicio 9.10.1. Sejam f: A — R, g: B — R funcgoes limitadas nao-negativas
nos blocos A, B. Defina ¢ : A x B — R pondo ¢(z,y) = f(z) - g(y). Prove que



e que vale um resultado andlogo para integrais inferiores.

Demonstra¢do. Temos p(z)dz = i%f {U(p;Q)}. Seja Q = (P, P’') uma
AxB
particao de A x B. Temos P particao de A e P’ particao de B. Seja S, = S x S’

um subretangulo de ), temos S subretangulo de P e S’ subretangulo de P’.
Temos Vo € S : 0 < f(z) < Mg(f) eVy e S : 0 < g(y) < Mg/(g), logo
V(z,y) € Sx 8" =S, : 0< f(2)-g(y) < Ms(f) Ms:(g). Logo My(f)-Ms:(g) é
cota superior para f(z)-g(y) em Sx .5, logo sup{f(z) - g(y) | (z,y) € S x S’} =
Msxs(¢) < Ms(f) - Ms:(g)-

Se Ms(f) =0, temos 0 < f(z) < Ms(f) 0
x € S, logo V(z,y) € (Sx8) : f(x)xgly) =0-9g(y)
E anslogo se Mg/ (g) = 0.

Supondo Mg(f) # 0 e Mg/(g) # 0. Dado ¢ > 0, existe ;1 € S tal que

2 f(z) = 0 para todo
=0, logo Msxs:(¢) = 0.

f(zy) > Ms(f)_m e existe y; € S’ tal que g(y1) > Mé(g)—#s(f)
Logo existe (z1,22) € S x S’ tal qu f(z1) - f(x2) > (Ms(f) - 2]\;&()) '

3 e ¢

2
(50) = 5577 ) = M0 005 = by > W)
Mg/ (g) —e. Como dado & > 0, existem (z1,y1) € S x S tal que f(z1)-g(y1) <
Ms(f)- M (g)—¢ e Ms(f)-Ms (g) 6 cota superior para. {/(z) - 9(4)|(z,) € S x 5'},
temos Mgy s/ () = Ms(f) x Ms(g).
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Logo
Up,Q = Y. Msxsi(e) V(SxS)

SxS'e(P,P")

= Y Ms(f)-Ms(g)-V(S)-V(S)

SxS'e(P,P")

> IMs(f) - V(S)] - [Msi(g) - V(S")]
SeP,
S’ep’

oD Ms(f)- V(S [Ms(g)- V(5]

SeP S'cP’!

=Y [Ms(f)- V(9] > [Msi(g)-V(S)]

Sep Sep’

> Msi(g)-V(S)

S’ep’

: [Z Ms(f)-V(5)

SepP

= U(f,P)-U(_%P/)
Logo " (Z)jz = igf{Ui(qﬁ;Q)} = (Iigg,){U(f, P)-Ulg, P')} = inf {U(f, P)}-
i}},f{U(g,P’)}:/Af(fv)dw'/Bg(y)dy ]

Ezercicio 9.10.2. Se X C R™ tem medida nula, entao para todo Y C R™, o
produto cartesiano X x Y C R™™" tem medida nula.

Demonstracao. Basta provar que se X C R™ tem medida nula, entao X x R™
tem medida nula. Pois uma cobertura do conjunto X x R™ cobre o conjunto
XxY CXxR™.

Chamando C, = H[—p,p] = [—p,p] X [-p,p] X -+ X [-p,p] C R™. Temos
i=1

m vezes
R™ = UCP’ logo X x R™ = X x UCP: UXxCp. Como é uma uniao
peN peN peN
enumerével de conjuntos, basta mostrar que X x C,, tem medida nula para todo
peN.
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Fixando p € N, temos v (Cp,) = (2p)™. Dado € > 0, existe uma cobertura

de retangulos fechados tal que Zv (U;) <
i€l

Temos

€
enumerdvel {U;}, .
{ } eL (2p)m
X xCpC (U Ui> x Cp = U U; x Cp. Como C,, e U; sao retangulos, temos
icL ieL
v(U; x Cp) = v (U;) - v (Cp). Logo temos Zv (U; x Cp) = Zv (U;) v (Cp) =
icL icL

ZU(U,’) -2p)™ = (2p)™ - Zv(Ui) < (2p)™ - ﬁ =¢. Logo X x Cp tem
i€l €L

medida zero para todo p € N.
Como X xR" = U X x Cp é uma unido enumerdavel de conjuntos de medida

peN
nula, temos que X x R™ tem medida nula.

O

10 Geometria diferencial

10.1 Superficies Regulares

Definicao 10.1 (Superficie). Um subconjunto S C R™ é uma superficie de
dimensao m quando, para todo z € S, existe A C S aberto em S contendo =z,
Ay aberto em R™ e um homeomorfismo ¢ : Ay — A.

Observacao 10.1. Observe que A é aberto em S se, e somente se, existe um
aberto V C R" talque A=V nNS.

Observagdo 10.2. Aqui estamos preocupados quando n =3 e m = 2.

Definigao 10.2 (Superficie regular). Um conjunto S C R?® é uma superficie
regular se, para todo p € S, existe um aberto V C R3 com p € V e uma
aplicacao x : U — V' N S tal que:

1. z é diferenciavel;
2. x é um homeomorfismo.
3. x é uma imersao.

Proposigao 10.1. Se f : U — R € uma fun¢ao diferencidvel em um conjunto
aberto U C R2, entdo o grdfico de f é uma superficie reqular.

Demonstragdo. Seja S = Graf(f) = {(z,v,2) € R3|(z,y) € UNAz = f(z,y)}.
Tomando ¢ : U — SNR3 = S com ¢(x,y) = (z,y, f(z,y)). Temos ¢ dife-
rencidvel com (¢)~1 = 7|s, logo é um homeomorfismo. Além disso, Do(x,y) =

1 0
0 1 com rank(D¢(z,y)) = 2 para todo (x,y) € U, logo é uma
fHi(z,y) fa(z,y)
imersao. O
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Definigao 10.3. Dada uma aplicacdo diferencidvel F' : U C R™ — R™ definida
em um aberto U, dizemos que p € U é um ponto critico de F' se rank(DF(p)) <
m. A imagem F(p) € R™ de um ponto critico é chamado um valor critico de
F. Um ponto de R™ que nao ¢é valor critico é chamado um valor regular de F'.
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